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1 EINLEITUNG 11 EinleitungIn dieser Arbeit zeigen wir, wie eine bestimmte Klasse von Untergruppen, sogenannte J(T ){Komponenten, zur Untersuchung der Struktur einer endlichen Gruppe eingesetzt werden k�onnen.Gem�a� dem Ansatz, da� ein gro�er Teil der Information �uber eine Gruppe bereits in ihrer lokalenStruktur enthalten ist, begn�ugen wir uns damit, Informationen �uber diese Untergruppen zu �nden.Wir orientieren uns dabei an [KS, Kapitel 12], wo folgendes Resultat erzielt wird:Satz: Sei G eine endliche Gruppe der lokalen Charakteristik 2 mit O2(G) = 1. Gelte(N ) Jede 2{lokale Untergruppe von G ist aufl�osbar und(Z) CG(
1(Z(S))) � NG(S) f�ur S 2 Syl2(G).Dann existiert eine stark eingebettete Untergruppe von G, oder es existieren zwei maximale 2{lokaleUntergruppen L1 und L2 von O2(G) mit L1 ' L2 ' S4 und L1 \ L2 2 Syl2L1.Beachte, da� die Gruppen mit einer stark eingebetteten Untergruppe von Bender bestimmt wurden(siehe [Be]). Der Satz bestimmt die untersuchte Klasse von Gruppen also bis auf eine eingehendereAnalyse der erzielten lokalen Information.Aufgrund der Voraussetzung (N ) sind alle dabei auftretenden J(T ){Komponenten aufl�osbar. Wirm�ochten nun zeigen, da� auch nichtaufl�osbare J(T ){Komponenten in �ahnlich guter Weise einsetzbarsind. Ferner sind die meisten unserer Argumente nicht davon abh�angig, da� die spezielle Primzahl 2betrachtet wird. Daher �xieren wir eine Primzahl p und ersetzen die Voraussetzung (N ) durch dieschw�achere Bedingung(C) f�ur alle Elemente t der Ordnung p ist CG(t) aufl�osbar.Im dritten und vierten Kapitel gelingt es uns, die Struktur gewisser J(T ){Komponenten zu beschrei-ben: Modulo dem gr�o�ten p-Normalteiler sind sie isomorph zur 2{dimensionalen speziellen linearenGruppe �uber einem K�orper der M�achtigkeit pn f�ur ein n 2 N.Mit diesem Wissen untersuchen wir die p{lokale Struktur der betrachteten Gruppe. F�ur den Fall p = 2zeigen wir als direkte Verallgemeinerung von obenSatz: Sei G eine endliche Gruppe der lokalen Charakteristik 2 mit O2(G) = 1. Gelte (C) und (Z).Dann existiert eine stark eingebettete Untergruppe von G, oder es existieren zwei maximale 2{lokaleUntergruppen L1 und L2 von O2(G), die isomorph sind zum nat�urlichen semidirekten Produkt einerSL2(2n) enthaltenden Untergruppe der �L2(2n) auf einer elementarabelschen Gruppe der Ordnung22n. Es gilt jL1 \ L2j2 = jL1j2 = jL2j2 = 23n, im Fall n � 2 sogar Syl2(L1) � Syl2(H).F�ur p 6= 2 gelten �ahnliche Aussagen. Die Ergebnisse lassen sich jedoch nicht ganz so einfach formulieren,so da� ihre Darstellung den Rahmen dieser Einleitung sprengen w�urde. Der interessierte Leser sei aufKapitel 6 verwiesen.



1 EINLEITUNG 2Im Fall p = 2 k�onnen wir auf die Ergebnisse zur�uckgreifen, die in [KS] mit Hilfe der Signalisatorfunk-tortheorie gewonnen wurden, und erhaltenSatz: Sei G eine Gruppe gerader Ordnung mit O2(G) = 1 = O20(G), in der (C) und (Z) gelten. SeiS 2 Syl2(G), Z := 
1(Z(S)), H := O2(G) und R := H \ S. Dann gilt einer der folgenden F�alle:(i) H besitzt eine stark eingebettete Untergruppe.(ii) Z ' Z2, Z � R, und Z ist schwach abgeschlossen in R bez�uglich H.(iii) 
1(R) = Z ' Z2 � Z2.(iv) H hat lokale Charakteristik 2, und es existieren zwei maximale 2{lokale Untergruppen L1; L2von H, die isomorph sind zum nat�urlichen semidirekten Produkt einer SL2(2n) enthaltendenUntergruppe der �L2(2n) auf einer elementarabelschen Gruppe der Ordnung 22n. Es gilt jL1 \L2j2 = jL1j2 = jL2j2 = 23n, im Fall n � 2 sogar Syl2(L1) � Syl2(H).F�ur die F�alle (i) bis (iii) liegen bereits starke S�atze vor (eine ausf�uhrliche Darstellung �ndet sichebenfalls in [KS]). Wir haben das Problem also wieder reduziert auf die Analyse der lokalen Informationvon Fall (iv).Prof. Stellmacher m�ochte ich ganz herzlich danken f�ur die interessante Aufgabenstellung und die guteBetreuung. Es war faszinierend zu sehen, wie er f�ur alle meine Fragen und Probleme in Sekunden-schnelle eine L�osung fand.



2 HILFSS�ATZE UND ZITATE 32 Hilfss�atze und ZitateIn diesem Kapitel stellen wir einige Aussagen zusammen, die wir sp�ater ben�otigen werden. Teils sindes Zitate, teils technische Lemmata, die wir lieber au�erhalb des eigentlichen Beweises zeigen.2.1 Satz (Glauberman): Sei G eine endliche Gruppe mit Op(G) = 1, die treu auf einer abelschenp{Gruppe V operiert, so da� CV (G) = 1 gilt. SeiM eine maximale Untergruppe von G und 1 6= A �Mmit pn := jAj � jV : CV (A)j, [V;A;A] = 1 und G = hA;Agi f�ur alle g 2 G nM .Dann ist G isomorph zu SL2(pn) und V ist nat�urlicher Modul zu G (d.h. V ' GF (pn)2 und G operiertals SL2(pn) auf V ).Beweis: [G].2.2 Hilfssatz: Sei H eine endliche Gruppe und A eine p{Untergruppe von H. Sei h 2 H derart,da� X := hA;Ahi keine p{Gruppe und minimal (bez�uglich Inklusion) mit dieser Eigenschaft ist. SeiT0 2 Sylp(X) mit A � T0. Dann gilt(i) M := NX(hAyjy 2 H;Ay � T0i) ist eine maximale Untergruppe von X.(ii) F�ur x 2 X nM ist hA;Axi = X.(iii) Ist N � X, so gilt X = AN , falls N 6�M , und N ist p{abgeschlossen, falls N �M .Beweis: F�ur eine Untergruppe U von H setze X (U) := fAyjy 2 H;Ay � Ug und X(U) := hX (U)i.Dann ist M = NX(X(T0)).Da A 6� Op(X) ist M < X . Sei M � X0 < X . Sei x 2 X0 und B 2 X (T0). Dann ist hB;Bxi � X0wegen der Minimalit�at vonX eine p{Gruppe, also hBX0 i � Op(X0) nach dem Satz von Baer und somithX(T0)X0i � X(Op(X0)) � X(T0), d.h. X0 =M . Dies zeigt (i) und X (M) = X (T0), da T0 2 Sylp(M).Sei x 2 X nM . Angenommen, hA;Axi 6= X . Dann ist hA;Axi eine p{Gruppe, liegt also in einerp{Sylowgruppe T g0 ; g 2 X . Die Voraussetzungen sind invariant unter Konjugation mit Elementen ausH , daher kann Mg 6=M angenommen werden (anstatt Mx 6=Mg).Beachte A � X(M \Mg) � X(M) \ X(Mg) � T0 \ T g0 . Sei o. B. d. A. g derart, da� die Ordnungvon X(M \Mg) maximal ist. Sei T1 := NT0(X(M \Mg)).Ist X(T1) = X(M \Mg), so ist X(M \Mg) � NT0(T1), also NT0(T1) = T1 = T0, also X(M \Mg) =X(T0) und X(M \Mg) = X(T g0 ), also M =Mg im Widerspruch zu oben.Also ist X(T1) > X(M \Mg) und es existiert A1 2 X (T1) n X (Mg). Analog �ndet man ein A2 2X (NT g0 (X(M \Mg))) n X (M). Ist Y := hA1; A2i keine p{Gruppe, so folgt X = Y und A � X(M \Mg) � Op(X) im Widerspruch zur Konstruktion von X . Also ist Y eine p{Gruppe und es existiertein h 2 X mit Y X(M \Mg) � T h0 . Wegen X(M \Mg) < X(Y X(M \Mg)) �M \Mh ist M =Mh.Analog folgt Mh =Mg , also der Widerspruch M =Mg. Dies ist (ii).Sei N � X . Ist N 6� M , so folgt X = AN aus (ii). Sei also N � M . Dann ist X = NX(T0 \ N)N ,also NX(T0 \N) 6�M , also T0 \N normal in hA;NX(T0 \N)i = X .



2 HILFSS�ATZE UND ZITATE 42.3 "General Nonsense\: Im Beweis von 2.2 (ii) tritt folgendes Prinzip auf:Sei G nilpotent, X : L(G)! L(G) und � eine Ordnungsrelation auf X(L(G)) derart, da� X monotonund G{charakteristisch ist, d.h. f�ur U � V � G gilt X(U) � X(V ) und NG(U) � NG(X(U)). Danngilt X(U) � X(NG(X(U))) oder X(U) = X(G) f�ur alle U � G.Beweis: Sei U � G mit X(U) = X(NG(X(U))). Dann ist NG(NG(X(U))) � NG(X(U)), da Xcharakteristisch, also NG(X(U)) = G und damit X(U) = X(G).In 2.2 wird dieses mit der Untergruppenrelation als � durchgef�uhrt, in 6.2 geschieht dies mit X = Jund der Thompson-Ordnung als �. (X;�) = (idL(G);�) zeigt, da� dieser Sachverhalt eine nat�urlicheVerallgemeinerung der bekannten Aussage �uber nilpotente Gruppen ist.Operation von Aut (SL2(q))Wir ben�otigen einige Aussagen dar�uber, wie ein semidirektes Produkt von Automorphismen derSL2(q) mit der SL2(q) auf dem nat�urlichen Modul operiert.Sei K ein K�orper, jKj = pn =: q, G := �� a bc d ����� a; b; c; d 2 K; ad� bc = 1�, � 2 Aut (G) n Inn(G)und h�iG operiere auf V := K �K derart, da� G durch Rechtsmultiplikation auf V operiert.2.4 Lemma: Dann existieren � 2 AutK und � 2 K�(:= K n f0g), so da� � unter G konjugiert istzu ��;� : G! G;� a bc d � 7! � a� ��1(b�)�(c�) d� � :Beweis: Nach [Hua] existieren P 2 GL2(q) und � 2 Aut K mit � : G ! G;A 7! P�1A�P . WegenGL2(q) ' �� � 00 1 ����� � 2 K��G folgt die Behauptung.2.5 Lemma: Sei � = ��;� wie in Lemma 2.4. Dann existiert ein � 2 K so, da� � auf V dieAbbildung (x; y) 7! �(�(x�); y�) induziert.Beweis: Es gilt h(0; 1)iK� = CV �� 1 10 1 �� � = CV �� 1 ��10 1 �� = h(0; 1)iK . Sei � 2 K mit(0; 1)� = �(0; 1). Sei � 2 K. Dann gilt(0; �)� = �(0; 1)� ��1 00 � �� � = �(0; 1)� ��1� 00 �� � = �(0; ��):Mit (�; 0)� = �(0; �)� 0 �11 0 �� � = �(0; ��)� 0 ���1� 0 � = �(�(��); 0) folgt die Behauptung.2.6 Lemma: Sei die Ordnung von � durch p teilbar. Dann zentriert � keinen eindimensionalenTeilraum von V .



2 HILFSS�ATZE UND ZITATE 5Beweis:Wegen Lemma 2.4 k�onnen wir annehmen, da� � = ��;� (wie dort de�niert) ist. Da jGL2(q) :Gj nicht durch p teilbar ist, gilt � 6= 1.Kenntnis von Aut K liefert ein i 2 f1; : : : ; o(�) � 1g mit � : K ! K; k 7! kjKj io(�) . Die AbbildungK� ! K�; k 7! k�1(k�) ist ein Gruppenhomomorphismus mit Fix(�) n f0g als Kern. F�ur k 2 K�gibt es daher h�ochstens jFix(�)j = o(�)pjKj L�osungen der Gleichung k(x�) = x in K (Hauptsatz derGaloistheorie). Die Behauptung folgt damit aus Lemma 2.5.2.7 Lemma: Ist o(�) = p, so zentralisiert � keine p{Sylowgruppe von G.Beweis: Angenommen, es existiert T 2 Sylp(G) mit [�; T ] = 1. Dann wird auch NG(T )=CG(T ) von� zentralisiert. Im Fall p = 2 ist CG(T ) = T , sonst jCG(T ) : T j = 2. Da � teilerfremd auf NG(T ) : Toperiert, folgt � 2 C(NG(T )=T ) auch f�ur p 6= 2. NG(T )=T ist transitiv auf CV (T )# und � hatnichttriviale Fixpunkte in CV (T ), also [CV (T ); � ] = 1 im Widerspruch zu Lemma 2.6.2.8 Lemma: Ist o(�) = 2 6= p, so zentralisiert � keine p{Sylowgruppe von G.Beweis: Nach 2.4 ist � konjugiert zu ��;id f�ur ein � 2 K�. CG(��;id) enth�alt keine p{Sylowgruppevon G.2.9 Hilfssatz: Sei p = 2 und S 2 Sylp(G). Sei S � U � G. Dann existiert ein Transversal von Uin G, (d. h. eine Menge T � G mit TU = G und jT jjU j = jGj,) das keine Elemente gerader Ordnungenth�alt.Beweis: Es gen�ugt, die Behauptung f�ur U = S zu zeigen, da jedes Transversal von S eines von Uals Teilmenge enth�alt. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann existiert ein g 2 G, so da�die Nebenklasse Sg nur Elemente gerader Ordnung enth�alt. Wegen G ' SL2(2n) sind dies allesInvolutionen, und wegen (sg)(tg) = (sg)(tg)�1 = st = ts = (tg)(sg) f�ur alle s; t 2 S kommutieren siepaarweise. Damit ist hSgi eine elementarabelsche 2-Untergruppe von G mit echt gr�o�erer Ordnungals S, ein Widerspruch.Quadratische OperationEin wichtiges Werkzeug der Untersuchung wird quadratische Operation sein. Wir stellen hier dasNotwendige zusammen:Sei V eine elementarabelsche p{Gruppe, auf der eine Gruppe G operiert. Wir nennen diese Operationquadratisch, wenn [V;G;G] = 1gilt. Dann ist auch G := G=CG(V ) eine elementarabelsche p{Gruppe ([KS, 9.1.1]).Sei A � G. Eine wichtige "Kennzahl\ isttV (A) := jAjjCV (A)j:Setze AV (G) := fA � Gj 8B � A : tV (B) � tV (A) und A ist abelsche p-Gruppeg:Eine einfache Rechnung ([KS, 9.2.9]) zeigt A(G) � AV (G), falls V � G und G durch Konjugation aufV operiert. Ferner gilt



2 HILFSS�ATZE UND ZITATE 62.10 Bemerkung: Sei N � G;N � CV (G) und eG := G=N . Dann ist gAV (G) = AV ( eG).Beweis: Sei B � A 2 AV (G). Dann gilttV ( eB) = j eBjjCV ( eB)j = jB(A \N)jjCV (B(A \N))jjA \N j � jAjjCV (A)jjA \N j = j eAjjCV ( eA)j = tV ( eA):Sei umgekehrt A � G mit eA 2 AV ( eG) und B � AN . Dann gilttV (B) = jBjjCV (B)jj � jBN jjCV (BN)j = tV ( eB)jN j � tV ( eA)jN j = tV (AN);also AN 2 AV (G).Der folgende Satz ist als "Timmesfeld Replacement Theorem\ bekannt (siehe [KS, 9.2.3 und 9.2.10]):2.11 Satz: Die Gruppe G operiere auf der elementarabelschen p{Gruppe V . Sei A 2 AV (G) undU � V . Dann gilt CA([U;A]) 2 AV (G) und CV (CA([U;A])) = [U;A]CV (A):Gilt [V;A] 6= 1, so auch [V;CA([U;A])] 6= 1.Ist V � G, A 2 A(G) und A0 := CA([V;A])[V;A], so gilt(i) A0 2 A(G).(ii) A0 operiert quadratisch auf V .(iii) Ist [V;A] 6= 1, so auch [V;A0] 6= 1.(iv) jA=CA([V;A])j = jCV (A0)=CV (A)j.2.12 Lemma: Sei G 6= 1 eine Gruppe mit CG(Op0(G)) � Op0(G), die treu auf der elementarabel-schen p{Gruppe V operiert. Sei A 2 AV (G). Dann gilt(i) jAj = jV=CV (A)j.(ii) Es existieren A1; : : : ; Ak 2 AV (G) mit A = A1 � : : :�Ak und jAij = p f�ur i 2 f1; : : : ; kg.Beweis: [KS, 9.3.2] | beachte, da� die im ganzen Abschnitt g�ultige Voraussetzung S3 hier noch nichtben�otigt wird.Hieraus l�a�t sich die folgende Aussage herleiten, die Kern der Charakterisierung der p{separablen,nicht Thompson-faktorisierbaren Gruppen ist:2.13 Satz (Glauberman): Sei G 6= 1 eine endliche Gruppe, die treu auf der elementarabelschen p{Gruppe V operiert. Es gelte CG(Op0(G)) � Op0(G) und G = hAV (G)i. Dann existieren E1; : : : ; Er �G, so da� gilt(i) p 2 f2; 3g.



2 HILFSS�ATZE UND ZITATE 7(ii) G = E1 � : : :�Er und V = CV (G)� [V;E1]� : : :� [V;Er].(iii) j[V;Ei]j = p2 und Ei = SL([V;Ei]) f�ur i 2 f1; : : : ; rg.Beweis: [KS, 9.3.7].2.14 Lemma: Sei G aufl�osbar und V ein elementarabelscher p{Normalteiler von G mitOp(G=CG(V )) = 1. Dann gilt [
1(Z(J(CG(V )))); J(G)] � V .Beweis: [KS, 9.3.9].2.15 Satz (Aschbacher{Timmesfeld): Die Gruppe G mit Op(G) = 1 operiere treu auf derelementarabelschen p{Gruppe V . Dann normalisieren die Elemente von AV (G) die Komponenten vonG.Beweis: [PGV]Lokale CharakteristikEine Gruppe G habe Charakteristik p, falls CG(Op(G)) � Op(G) gilt. G habe lokale Charakte-ristik p, falls alle p{lokalen Untergruppen (d. h. Gruppen der Gestalt NG(Q) f�ur eine p{GruppeQ 6= 1) von G Charakteristik p besitzen.2.16 Bemerkung: G habe Charakteristik p. Sei N �� G. Dann hat N Charakteristik p. Insbeson-dere haben die Zentralisatoren nichttrivialer p{Gruppen Charakteristik p, falls G lokale Charakteristikp besitzt.2.17 Lemma: Sei V ein elementarabelsche p{Normalteiler von G mit V = hCV (S)jS 2 Sylp(G)i.Dann ist Op(G=CG(V )) = 1. Die Voraussetzungen sind insbesondere erf�ullt, wenn G Charakteristik pbesitzt und V = h
1(Z(S))jS 2 Sylp(G)i ist.Beweis: [KS, 9.2.6 und 9.2.7].Schlie�lich rechnet schnell nach:2.18 Hilfssatz: Sei n 2 N und D � Sn eine Konjugiertenklasse von Involutionen mit(�) 8d; e 2 D : o(de) 2 f1; 2; 3g:Dann ist D = (12)Sn oder n = 4 und D = (12)(34)S4 oder n = 6 und D = (12)(34)(56)S6 .Beweis: Bekannterma�en sind zwei Elemente der Sn genau dann konjugiert, wenn sie denselbenZykeltyp besitzen.Sei D 6= (12)Sn . Dann existiert m 2 N�2 mit x :=Qmi=1(2i�1 2i) 2 D. Es gilt 2m = n, da andernfallsy =Qmi=1(2i 2i+1) 2 D ist und xy = (1 3 : : : 2m+1 2m 2m� 2 : : : 2) Ordnung 2m+1 hat. Auchz := (1 2m)Qm�1i=1 (2i 2i+1) liegt in D, und xz = (1 3 : : : 2m� 1)(2m 2m� 2 : : : 2) hat Ordnungm. Wegen (�) ist n = 4 oder n = 6 und D wie behauptet.



2 HILFSS�ATZE UND ZITATE 82.19 Bemerkung: (Z) ist gleichwertig zu NG(Z) � NG(S).Beweis: Gelte (Z). Dann liefert das Frattini{Argument NG(Z) = NG(S)CG(Z) � NG(S).



3 EINE ZENTRALE SITUATION 93 Eine zentrale SituationGeneralvoraussetzung: Von nun an sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Sei Op(G) = 1,1 6= S 2 Sylp(G) und Z := 
1(Z(S)). Es gelte(C) f�ur alle Elemente t der Ordnung p ist CG(t) aufl�osbar und(Z) CG(
1(Z(S))) � NG(S) f�ur S 2 Sylp(G).3.1 Situation: Die folgende Situation spielt im sp�ateren Teil der Arbeit eine zentrale Rolle:L � GT := S \ L 2 Sylp(L)J := J(T ) 6� Op(L)Z � Op(L)V := hZLi (� 
1(Z(Op(L))) )C := CL(V )L := L=C:Konvention: Im folgenden arbeiten wir �uberwiegend in der Faktorgruppe L := L=CL(V ). Unter-gruppen von L bezeichnen wir durchgehend mit Querstrich{Buchstaben (bspw. X). Soweit keineMi�verst�andnisse zu bef�urchten sind, soll dann mit X das volle Urbild von X in L bezeichnet sein.3.2 Bemerkung: Sei L � G, T = S \L 2 Sylp(L) und J(T ) 6� Op(L). Hat G lokale Charakteristikp und ist L eine p{lokale Untergruppe von G, so erf�ullt (L; T ) die Situation 3.1.Beweis: Sei L = NG(Q) f�ur eine nichttriviale p{GruppeQ. Dann ist CG(Op(L)) � CG(Q) � NG(Q) =L, also CG(Op(L)) = CL(Op(L)) � Op(L). CG(Op(L)) � Op(L) liefert Z � Op(L).Die Analyse von Situation 3.1 in folgenden Satz liefert zwei unterschiedliche F�alle, abh�angig da-von, ob J(L) aufl�osbar ist oder nicht. Der eine Fall wird im n�achsten Kapitel nichtaufl�osbare J(T ){Komponenten liefern, aus dem anderen gewinnen wir im darauffolgenden Kapitel aufl�osbare J(T ){Komponenten.3.3 Satz: In der Situation 3.1 gilt entweder(i) J(L) ist aufl�osbar und wie in 2.13 beschrieben, oder(ii) J(L) ist nicht aufl�osbar, und es existiert genau ein K 2 Comp(L) mit [K; J ] 6= 1. Es giltJ(L) = [K; J ] = K ' SL2(pn) und V nat�urlicher Modul zu K. F�ur alle B 2 A(T ) n A(Op(L))gilt B 2 Sylp(K). Ferner ist A(Op(L)) � A(T ), V = 
1(Z(Op(L))) = 
1(Z(J(Op(L)))) undjV : 
1(Z(J(T )))j = pn.Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall, da� f�ur alle K 2 Comp(L) gilt [K; J ] = 1.J operiert treu auf F �(L), da CJ(F �(L)) � Op(Z(F �(L))) = 1, also auch auf F (L). Insbesonderegilt f�ur 1 6= A 2 A(T ), H := AF (L) schon CH(Op0(H)) = CH (F (L)) � F (L) = Op0(H). Also folgtaus 2.12, da� A von Elementen erzeugt wird, die Transvektionen auf V induzieren. Also ist J(L) vonTransvektionen erzeugt; bezeichne mit T die Menge aller x mit x 2 J(L), die eine Transvektion aufV induzieren.



3 EINE ZENTRALE SITUATION 10Sei 1 = V0 < V1 < : : : < Vr = V eine J(L){invariante Kette, so da� Vi=Vi+1 ein irreduzibler J(L){Modul ist f�ur i 2 f1; : : : ; rg. F�ur t 2 T existiert h�ochstens ein i 2 f1; : : : ; rg mit [Vi=Vi+1; t] 6= 1,also genau eines, denn f�ur D := Ti2f1;:::;rgCJ(L)(Vi=Vi+1) gilt D � Op(J(L)) = 1, also D � C. SetzeEi := ht 2 T j[Vi=Vi+1; t] 6= 1i; i 2 f1; : : : ; rg. F�ur i; j 2 f1; : : : ; rg; i 6= j gilt Ei \ Ej � D � C,Ei � J(L) und J(L) = hEiji 2 f1; : : : ; rgi, also J(L) = E1 � : : : � Er. Nach Voraussetzung istComp(J(L)) = ;, also folgt mit [L1, L2] Ei ' SL2(2) oder Ei ' SL2(3) f�ur alle i 2 f1; : : : ; rg. Damitist J(L) aufl�osbar und die Behauptung folgt aus 2.13.Also k�onnen wir annehmen, da� K 2 Comp(L) existiert mit [J;K] 6= 1. Nach Satz 2.15 normalisiertJ die Komponente K. Damit gilt [K; J ] � Z(K) oder [K; J ] = K. Im ersten Fall folgt [J;K;K] = 1und mit dem 3{Untergruppen{Lemma [K; J ] = [K;K; J ] = 1. Daher gilt(1) [K; J ] = K:Setze H := KJ , U := hZHi und eH := H=CH(U). Nach De�nition von U und 2.17 ist(2) Op( eH) = 1:Setze M0 := f eA � eH j eA 6= 1 = [U; eA; eA]g;M1 := f eA 2M0j8 eB 2 M0 : tU ( eA) � tU ( eB)g undM2 := f eA 2M1j8 eB 2 M1 : j eAj � j eBjg:F�ur die De�nition von tU ( eA) siehe Kapitel 2. J(T ) operiert nichttrivial auf U (sonst w�are auchH = hJ(T )Hi trivial auf U im Widerspruch zu (C)), also existiert ein A 2 A(T ) mit [U;A] 6= 1. NachErgebnissen von Timmesfeld (2.11) operiert CA([U;A]) nichttrivial (und o�enbar quadratisch) auf U .Also M0 6= ;, und damit auch M1 6= ; und(3) M2 6= ;:Ferner gilt wegen CA([U;A])[U;A] 2 A(T ) � AU (T )(4) M1 � AU ( eH).Sei eA 2 M2. Wegen Op( eH) = 1 existieren eh; eX und fM entsprechend Hilfssatz 2.2. Nach Konjugationin eH kann eA � eT \ eX 2 Sylp( eX) angenommen werden. Es gilt(5) Z � CU (Op( eX)) =:W:Sei eN := CeX (W ) und �X := eX= eN . Sei j �Aj = pn.(i) Dann ist eN � fM , und damit �A 6= 1: Andernfalls ist eX = eA eN , also X � hT;CX(W )i � CL(Z) �NG(T ) p{abgeschlossen, ein Widerspruch zu eX = h eA; eAehi.(ii) Es ist Op( �X) = 1: Sei eY das volle Urbild von Op( �X) in eX . Dann ist eY � ( eT \ eX)N � fM . NachHilfssatz 2.2 ist eY p{abgeschlossen. Wegen Op( eX) � eN ist Op( �X) = 1.



3 EINE ZENTRALE SITUATION 11(iii) Setze cW := W=CW (Op( �X)). Dann ist CbW (Op( �X)) = 1: Sei R � W mit bR = CbW (Op( �X)). Dannist [R;Op( �X); Op( �X)] = 1, also [R;Op( �X)] = 1 und damit bR = 1.(iv) Es gilt j �Aj � jfW=CbW ( �A)j: Da eA 2M1 ist j eAjjCU ( eA)j = tU ( eA) � tU ( eA\ eN ) = j eA\ eN jjCU ( eA\ eN)j,also j �Aj � jCU ( eA \ eN)=CU ( eA)j � jCW ( eA \ eN)=CW ( eA)j = jW=CW ( eA)j � jcW=CbW ( �A)j.(v) �X operiert treu auf cW : Sei �x 2 C �X(cW ) ein p0{Element. Dann ist [cW; �x] = 1 und [CW (Op( �X)); �x] =1, also [W; �x] = 1, d. h. �x = 1. Damit ist C �X (cW ) � Op( �X) = 1.Mit (i) bis (v) sowie Hilfssatz 2.2 erf�ullen �X und cW die Voraussetzungen von Satz 2.1. Also ist(6) �X ' SL2(pn):Ist pn =2 f2; 3g, so ist �X nicht aufl�osbar, also CW (Op( �X)) = 1. Andernfalls ist Op( �X) = Op0( �X), alsoW = CW (Op( �X))� [W;Op( �X)]. In beiden F�allen existiert mit W bzw. [W;Op( �X)] ein eX{Teilmodulvon U , der nat�urlicher Modul zu �X ist.Sei W0 � U dieser nat�urliche �X{Modul. Es gilt jCW0 ( eA \ eN)j = jW0j = p2n und jCW0( eA)j = pn.Damit ist tU ( eA \ eN) = j eA \ eN jjCU ( eA \ eN)j � p�nj eAjpnjCU ( eA)j = tU ( eA). W�are eA \ eN 6= 1, so w�areeA \ eN 2 M1 und j eA \ eN j < j eAj im Widerspruch zu eA 2 M2.eN ist nach Hilfssatz 2.2 p{abgeschlossen, also ist(7) CeA(W ) = eA \ eN = eA \ Op( eX) = 1:Der nichtaufl�osbare FallIn diesem Abschnitt sei eX nicht aufl�osbar, also ist pn =2 f2; 3g und W der nat�urliche Modul zu �X.Es gilt j eAj = jW=CW ( eA)j � jU=CU ( eA)j � j eAj, da eA 2 AU ( eH). Damit ist jU : CU ( eA)j = pn. Da eXnicht aufl�osbar, ist CU ( eA) \ CU ( eAeh) = 1 und somit jU j = p2n, d.h.(8) U =W ist nat�urlicher Modul zu eX ' SL2(pn).Sei eT0 2 Sylp( eH) mit eA � eT0. Wir wollen zeigen, da� dann kein weiteres Konjugiertes von eA unter eT0liegt.Angenommen, es existiert eg 2 eH mit eA 6= eAeg � eT0. Ist eA 6� eT0, so sei o. B. d. A. eg 2 NeT0(NeT0( eA)).Damit ist [ eA; eAeg ] � eA \ eAeg . Analog erreicht man dies im Fall eAeg 6� eT0, also kann [ eA; eAeg ] � eA \ eAegangenommen werden.Sei v 2 CU ( eAeg). Angenommen, v =2 CU ( eA). Dann ist CU ( eA) = [v; eA] � [CU ( eAeg); A] � CU ( eAeg), alsofolgt aus M�achtigkeitsgr�unden der Widerspruch CU ( eA) = CU ( eAeg).Damit operiert eA eAeg quadratisch auf U , und aus eA 2 M1 folgt j eA eAeg j � j eAj, also der WidersprucheAeg = eA. Somit gilt(9) Jede Sylowgruppe von eH enth�alt nur ein Konjugiertes von eA.



3 EINE ZENTRALE SITUATION 12Da eX nicht aufl�osbar, ist eX � Op( eH) = eK. Angenommen, es existiert eg 2 eH mit eB := eAeg 6� eX. Esist U = Sex2eX CU ( eAex), also existiert ein ex 2 eX mit CU ( eAex)\CU ( eB) 6= 1. Nach (9) ist eX0 := h eAex; eBikeine p{Gruppe, also existiert nach Hilfssatz 2.2 und analog zu (6) ein eX1 � eX0 mit eX1 ' SL2(pn),das transitiv auf U operiert. Ein Widerspruch, da CU ( eX1) � CU ( eAex) \ CU ( eB) 6= 1.Also ist 1 6= eX = h eAeH i � eK, also(10) eX = eK:Da eK von eJ normalisiert wird, ist CeJ( eK) � Op( eH) = 1, also eJ treu auf eK.Angenommen, es ist eJ 6� eK. Sei B 2 A(T ) n A(K) und x 2 B mit ex =2 eK. Die p{Sylowgruppen vonOut eK sind zyklisch, also gilt j eB eK : eKj = p. Nach Lemma 2.6 ist jCU ( eB)j � jCU (ex)j � p2n�2. CH(U)ist p{abgeschlossen nach (Z), also gilt(�) j eB eK : eKjj eB \ eKjj(B \ Op(H)) : U jjCU ( eB)j = jBj � j(B \ Op(H))U j = j(B \ Op(H)) : U jjU j;und damit eB \ eK 6= 1. CU ( eB \ eK) ist ein eindimensionaler GF (pn){Teilraum von U , mit Lemma2.6 ist jCU ( eB)j � pn�1 und aus (�) folgt eB \ eK 2 Sylp( eK) im Widerspruch zu Lemma 2.7. Also isteJ � eK.Sei B 2 A(T ) n A(Op(H)). Dann gilt in (�) Gleichheit, es folgt A(Op(H)) � A(T ) und eB 2Sylp( eK). Aus ersterem folgt 
1(Z(J(T ))) � 
1(Z(J(Op(H)))), aus (�) folgt j
1(Z(J(Op(H)))) :
1(Z(J(Op(H))))\Bj = pn. Sei l 2 H mit X := hB;Bli nicht aufl�osbar. Dann ist j
1(Z(J(Op(H)))) :C
1(Z(J(Op(H))))(X)j � p2n, also 
1(Z(J(Op(H)))) = U wegen (C). Aus V � 
1(Z(Op(H))) �
1(Z(J(Op(H)))) folgt U = V , also insbesondere J � K und V ist nat�urlicher Modul zu K. Sei K1eine weitere Komponente von L mit [J;K] 6= 1. Dann ist ebenfalls J 2 Sylp(K1) und K1 ' SL2(pn),also K1 = K.Es gilt K = [K; J ] � hJKi � J(L), aus J � K folgt K = J(L). Dies zeigt die Behauptung imnichtaufl�osbaren Fall.Der Transvektionen{FallIn diesem Abschnitt ist pn 2 f2; 3g, d.h. j eAj = jU=CU ( eA)j = p. Also induziert eA = heai eine Transvek-tion auf U . Setze eY := h eAeH i. Dann gilt(11) eK � eY :Andernfalls ist eY \ eK � Z( eK), also [eY ; eK; eK] = 1 und eK 0 = eK zentralisiert eY . Dies kann nicht sein,eA � eY , Op( eH) = eK und [ �A;Op0( �X)] 6= 1 gelten.Sei W � U ein minimaler eY {Modul. Wegen (C) und (11) operiert eY nichttrivial auf W . Daher ist1 6= eY0 := heaehj[W;eaeh] 6= 1i � eY . Sei eN := CeY (W ). eN \ eY0 zentralisiert U=W und W , also isteN \ eY0 � Op(eY ) � Op( eH) = 1. Also ist eY = eY0 � eN , und wegen (C) ist(12) eK � eY0 und m := dimW � 2:



3 EINE ZENTRALE SITUATION 13Wir betrachten eY0 als Untergruppe von SL(W ). O. B. d. A. k�onnen wir ea 2 eY0 und eS0 := gS \ Y0 2Sylp(eY0) annehmen. Aus Op(eY0) = 1 und [L1, L2] folgt, da� einer der folgenden F�alle gilt:(i) eY0 = SL(W ),(ii) eY0 = Sp(W ) und m � 4,(iii) eY0 = SO�1(W ), m � 4 und p = 2,(iv) eY0 = SO+1(W ), m � 6 und p = 2,(v) eY0 ' Sm+1; Sm+2, m � 4, p = 2 und eY0 � Sp(W ).Wir zeigen, da� alle diese F�alle zu einem Widerspruch f�uhren.Sei zuerst eY0 = SL(W ) angenommen. Istm � 4, so existiert eine zu SLm�1(p) isomorphe Untergruppevon eY0, die einen eindimensionalen Teilraum vonW zentralisiert. Wegen (C) ist m = 3 (der Fall m = 2tritt nicht auf, da eY0 nicht aufl�osbar ist und pn 2 f2; 3g).Dann existiert eine Basis von W , bez�uglich der ea die Gestalt0@ 1 1 00 1 00 0 1 1Ahat und es gibt Elemente eb;ec 2 eY0 mit Gestalt0@ 1 0 00 1 10 0 1 1A ;0@ 1 0 00 1 01 0 1 1Arespektive. eb und ec sind in eY0 zu ea konjugiert. Es ist eY := hea;eb;eci nicht aufl�osbar und jU j = jU :CU (eY )j � 3. Also ist W = U .Wegen Z � U ist Z entweder ein Punkt oder eine Gerade der zu U geh�origen projektiven Ebene. DiePunkt- und Geradenstabilisatoren in der L3(p) enthalten eine zu L2(p) isomorphe Untergruppe, alsoist NeY (Z) nicht p{abgeschlossen im Widerspruch zu (Z).Sei eY0 = Sp(W ). Ist m � 6, so existiert in eY0 eine zu Spm�2(2) isomorphe Untergruppe, die einehyperbolische Ebene in W zentralisiert. Widerspruch zu (C). Sei also m = 4. Ist p = 2, so ist eY0 ' S6,diesen Fall behandeln wir gesondert.Sei also eY0 ' Sp4(3) und sei ez die zentrale Involution. Dann ist U = [U; ez]�CU (ez). Es gilt W � [U; ez].eY0 zentralisiert [U; ez]=W , also ist [U; ez] = [U; ez; ez] � W . Damit ist CU (ez) isomorph zu U=W alseY0{Modul, also ist CU (ez) � CU (eY0) = 1 wegen (C), d.h. U =W .Bezeichne mit (:; :) die zu U geh�orige symplektische Bilinearform. Dann existieren v1; v2; v3; v4 2 Uderart, da� U = hv1; v2i ? hv3; v4i ist mit (v1; v2) = (v3; v4) = 1 und eS0 = f� 2 eY0j9a; b; c; d 2 GF (3) :v1� = v1; v2� = dv1+v2+(b�ac)v3�av4; v3� = av1+v3; v4� = bv1+cv3+v4g. Es gilt CU (eS0) = hv1i,also Z = hv1i. Damit ist CG(Z) nicht 3{abgeschlossen, da SL(hv3; v4i) � CeY0(Z).Sei also in den verbleibenden F�allen p = 2. Sei " 2 f�1;+1g und eY0 = SO"(W ). Ist m � 6 undv 2 W ein nichtsingul�arer Vektor, dann operiert g(Y0)hvi als Spm�2(2) auf v?=hvi (vgl. [A, 22.5]), einWiderspruch zu (C). Ist m = 4, so eY0 ' SO�4 (2) ' S5, diesen Fall betrachten wir in den n�achstenAbs�atzen.



3 EINE ZENTRALE SITUATION 14Sei i 2 f1; 2g und eY0 ' Sm+i. Sei � : eY0 ! Sm+i Isomorphismus.Wir bestimmen zun�achst den Zykeltyp von ea�: Sm+i ist transitiv auf der Menge aller Permutationenvom Zykeltyp von ea�, also sind die Urbilder dieser Permutationen Transvektionen. Das Produkt zweiersolcher Transvektionen hat Ordnung 1, 2 oder 3. Nach Hilfssatz 2.18 hat ea� den Zykeltyp von (12) oderes ist m+ i = 6 und ea� hat den Typ von (12)(34)(56). Im zweiten Fall existiert ein Automorphismusder S6, der die Involutionen vom zweiten Typ auf die vom Typ von (12) abbildet. Also k�onnen wirannehmen, da� ea� den Zykeltyp von (12) besitzt.eY1 := h(i i+1)��1ji 2 f1; : : : ; 4gi ist eine zu S5 isomorphe Untergruppe von eY0 mit jW=CW (eY1)j � 24,wegen (C) ist W = U und m = 4.Im Fall i = 1 ist eY0 ' S5. In eY0 existiert eine Transvektion � mit eY0 = h�; eS0i. Daher ist CU (eS0)eindimensional, d.h. CU (eS0) = Z. Sei eQ die eindeutig bestimmte, zu S4 isomorphe Untergruppe voneY0 mit eS0 � eQ. eQ wird von drei Transvektionen erzeugt, also ist CU ( eQ) eindimensional und damiteQ � CeY0(Z) im Widerspruch zu (Z).Sei daher i = 2.Wegen dimU = 4 gibt es h�ochstens 35 Konjugierte von Z in U (dies im Fall dimZ = 2).Damit ist NeY0(Z) > NeY0(eS0) und daher NG(Z) nicht 2{abgeschlossen (statt dem Abz�ahlargumentw�are nat�urlich auch ein Argument analog zum vorigen Absatz m�oglich gewesen).



4 NICHTAUFL �OSBARE J(T ){KOMPONENTEN 154 Nichtaufl�osbare J(T ){KomponentenIn diesem Kapitel f�uhren wir den Begri� der nichtaufl�osbaren J(T ){Komponente ein, und zeigen,wie man aus dem nichtaufl�osbaren Fall in Satz 3.3 solche gewinnt. Wir werden auch sehen, da�gewisse nichtaufl�osbare J(T ){Komponenten wieder zu Situation 3.1 f�uhren, was ihre Struktur starkeinschr�ankt.Sei T � G eine p{Gruppe.4.1 De�nition: Sei Kn(T ) die Menge aller Untergruppen K von G mit(i) K �� [K; J(T )],(ii) 9T0 2 Sylp(hK; J(T )i) : J(T0) = J(T ),(iii) K = Op(K),(iv) K=Op(K) ist quasieinfach und(v) Op(K) 6� Z(K):Ein solches K hei�e nichtaufl�osbare J(T ){Komponente von G, setze WK := 
1(Z(Op(K))).4.2 Bemerkung: Sei K 2 Kn(T ) und L := hK; J(T )i. Dann gilt(i) Op(K) 6= 1,(ii) K operiert nichttrivial auf allen K{invarianten p{Untergruppen von G, insbesondere ist Z(K)\Op(K) = 1,(iii) L = J(L), insbesondere operiert J(T ) nichttrivial auf allen p{Normalteilern von L,(iv) K = [K; J(T )], d.h. K ist normal in L,(v) K = Op(L).(vi) Sei Q � G mit KJ(T ) � NG(Q) und Q � NG(J(T )). Dann gilt Q � NG(K).Beweis: (i) folgt aus Def. 4.1 (v), (ii) ist eine triviale Konsequenz aus (C) und (v) folgt aus (iv).Zu (iii): Wegen 4.1 (i) bzw. (ii) gilt K � [K; J(T )] � [K; J(L)] � J(L) und J(T ) � J(L). Wird einp{Normalteiler N � L von J(T ) zentralisiert, so auch von hJ(T )Li = L im Widerspruch zu (ii).Zu (iv): Sei T0 2 Sylp(L). Setze V = h(
1(Z(T0))\Op(L))Li. Wegen K �� L ist 1 6= Op(K) � Op(L),also V 6= 1. Mit L := L=CL(V ). Nach 2.17 ist Op(L) = 1, wegen Op(K) � Op(K0) � CL(V ) istK Komponente von L. Nach 2.15 ist K � L, also KCL(V ) � L. Wegen (C) und K �� L istK = (KCL(V ))(1) � L.Sei x 2 Q. Dann gilt nach (iv)Kx = [Kx; J(T )x] � [QK; J(T )] � KJ(T ):Wegen 4.1 (iii) ist K = Op(KJ(T )), und daraus folgt die Behauptung.



4 NICHTAUFL �OSBARE J(T ){KOMPONENTEN 164.3 Satz: Gelte die Situation 3.1 und sei J(L) nicht aufl�osbar. Setze K = J(L)C. Dann ist X :=K(1) die einzige nichtaufl�osbare J(T ){Komponente unter L und X=Op(X) ' SL2(pn) operiert aufWX = V = hZLi als nat�urlichem Modul. Ferner ist 
1(Z(J(T ))) � V und jV : 
1(Z(J(T )))j = pn.Beweis: Es gilt K = XC, nach Satz 3.3 operiert X=(X \ C) ' SL2(pn) nat�urlich auf V . WegenS \X 2 Sylp(X) ist X = h(S \X)Xi. Aus (Z) und der p{Abgeschlossenheit von C folgt [C; S \X ] �C \ S \ X � Op(X), also [C;X ] � Op(X). Sei eL := L=Op(X). Dann ist eX \ eC � Z( eX) \ eX 0.Ist pn =2 f22; 32g, so hat der Schursche Multiplikator von SL2(pn) die Ordnung 1 [H, V.25.5], alsoist eX \ eC = 1. Andernfalls hat der Schursche Multiplikator die Ordnung p, und es ist ebenfallseX \ eC = (X \ C)=Op(X) = 1. Also ist X=Op(X) quasieinfach und isomorph zu SL2(pn).J normalisiert X , also ist [X; J ] � X . Wegen [X; J ] = X ist X = [X; J ](C \X), also X = [X; J ], daX perfekt und C aufl�osbar.Nach Konstruktion gilt (ii) aus De�nition 4.1, o�enbar ist X perfekt und wegen V � Op(X) istOp(X) 6� Z(X). Also ist X 2 Kn(T ). Sei T0 2 Sylp(XJ(T )). Dann erf�ullt (X;T0) Situation 3.1, dieszeigt mit Satz 3.3 die Behauptungen �uber den Modul V .Sei umgekehrt Y � L eine nichtaufl�osbare J(T ){Komponente. Dann ist Y � J(L) nach Bemerkung4.2 (iii), also Y = Y1 � K1 = X .Da X (und damit auch XJ(T )) von je zwei verschiedenen p{Sylowgruppen erzeugt wird und Ynicht J(T ) normalisiert, ist Y J(T )Op(X) = XJ(T ). Nach 4.2 (vi) angewandt auf Q = Op(X) istOp(X) � NL(Y ). Also ist X = Op(XJ(T )) = Op(Y J(T )Op(X)) = Y .4.4 De�nition: Setze K0n(T ) := fK 2 Kn(T )j9T0 2 Sylp(NG(WK)) : J(T ) = J(T0)g.4.5 Satz: Sei G von lokaler Charakteristik p, und seien K 2 K0n(T ), L := NG(WK) und T0 2 Sylp(L)mit T0 � S. Dann erf�ullen L und T0 die Situation 3.1, insbesondere ist K=Op(K) ' SL2(pn).Beweis: Wegen K 2 K0n(T ) gilt K � J(KJ(T )) � J(L), und nach Bemerkung 3.2 erf�ullt (L; T0)Situation 3.1 anstelle von (L; T ). Da J(L) nicht aufl�osbar, liegt der nichtaufl�osbare Fall von Satz 3.3vor. Aus Satz 4.3 folgt die Behauptung.



5 AUFL �OSBARE J(T ){KOMPONENTEN 175 Aufl�osbare J(T ){KomponentenIn diesem Abschnitt untersuchen wir die sog. aufl�osbaren J(T ){Komponenten. Dies ist in [KS, 12.2]f�ur p = 2 durchgef�uhrt. Der fehlende Fall p = 3 erfordert nur kleine Modi�kationen. Im gesamtenKapitel gelte(L) G besitzt lokale Charakteristik p.5.1 De�nition (aufl�osbare J(T ){Komponenten): Sei p 2 f2; 3g. Sei Ka(T ) die Menge allerK � G mit(i) K = [K; J(T )],(ii) 9T0 2 Sylp(KJ(T )) : J(T0) = J(T ),(iii) K = Op(K),(iv) falls p = 2, dann ist K=O2(K) ' Z3, sonst ist K=O3(K) ' Q8,(v) WK := [
1(Z(Op(K)));K] ' Zp � Zp ist irreduzibler K{Modul.Ein solches K hei�e aufl�osbare J(T ){Komponente (zur Primzahl p). Setze K(T ) := Ka(T ) [ Kn(T ),die Menge aller J(T ){Komponenten.5.2 Lemma: Sei K 2 K(T ) und Q � G mit KJ(T ) � NG(Q) und Q � NG(J(T )). Dann giltQ � NG(K).Beweis: Der Beweis f�ur aufl�osbare J(T ){Komponenten verl�auft analog zu dem in 4.2 (vi).5.3 Situation: Seien im folgenden L, T , C, E1; : : : ; Er wie im aufl�osbaren Fall von Satz 3.3, d.h.(i) (L; T ) erf�ullt Situation 3.1,(ii) p 2 f2; 3g,(iii) r 2 N,(iv) f�ur i 2 f1; : : : ; rg existieren C � Ei � L mit Ei ' SL2(p), [V;Ei] ist nat�urlicher Modul zu Eiund f�ur j 2 f1; : : : ; rg n fig ist [V;Ei; Ej ] = 1,(v) J(L) = E1 � : : :�Er,(vi) V = [V;E1]� : : :� [V;Er]� CV (J(L)).Setze Ki := Op([Op(Ei); J(T )]) und WKi := [
1(Z(Op(Ki)));Ki] f�ur i = 1; : : : ; r und eL := L=Op(L).5.4 Lemma: Dann gilt(i) J(L) = (K1 � : : :�Kr)J(T ).(ii) eC ist eine p0{Gruppe.



5 AUFL �OSBARE J(T ){KOMPONENTEN 18(iii) eC eT = eC � eT .(iv) J(T ) 6� C.(v) F�ur i = 1; : : : ; r ist Ki 2 Ka(T ).Beweis: (i) ist klar. Wegen Z � V ist C � NG(T ) nach (Z), also eC eine p0-Gruppe und eC eT = eC� eT .Aus J(T ) � C w�urde damit J(T ) � Op(L) folgen | im Widerspruch zu Situation 5.3 (i).Zum Beweis von (v) sei abk�urzend (E; VE ;K;WK) := (Ei; [V;E];Ki;WKi). O�enbar erf�ullt K diePunkte (ii) und (iii) aus De�nition 5.1.Setze X := Op(E). Dann ist X ' Z3 oder X ' Q8 und die Operation von XJ(T ) auf VE ergibtX = [X; J(T )].Sei q 2 N mit fp; qg = f2; 3g. Nach (ii) ist eX eine p0-Gruppe, also existiert eine J(T ){invarianteq{Sylowgruppe eS0 von eR := [ eX; J(T )]. Es gilt eR = [ eR; J(T )] � [ eC eS0; J(T )] = [eS0; J(T )] � eS0, d.h. eRist eine q{Gruppe. Analog folgt(1) eR = eS0 f�ur jede J(T ){invariante Untergruppe eS0 von eR mit eC eS0 = eC eR:Sei j eRj > jXj angenommen. Dann existiert eN � eR mit eN � eC und j eR \ eC : eN j = p. Beachte, da�eN als Untergruppe von eC invariant unter J(T ) ist, d.h. J(T ) operiert auf bR := eR= eN . Im Fall p = 2ist j bRj = 9, also bR abelsch und bR = CbR(J(T )) � [ bR; J(T )] mit CbR(J(T )) � bR \ bC 6= 1. Es folgt derWiderspruch bR > [ bR; J(T )].Also ist p = 3. Sei bU � bR mit U ' Z4. Dann ist bU abelsch als zentrale Erweiterung einer zyklischenGruppe. Ist bU zyklisch, so ist bR ' D16; S16; Q16 oder M(16) nach Klassi�kation der p{Gruppen mitzyklischem Normalteiler vom Index p und es ergibt sich der Widerspruch bR= bC ' D8. Also ist bU nichtzyklisch. Sei bu 2 bU ein Element der Ordnung 4, und � der von J(T ) induzierte Automorphismus derOrdnung 3. Es gilt j(bu2)h�ij 6= 3, da bR genau vier Involutionen besitzt. Damit ist bS0 := hbu; bu� i ' Q8,also bR ' Z2 �Q8 und bS0 ist J(T ){invariant im Widerspruch zu (1).Also ist K=Op(K) ' Op0(SL2(p)). Aus K = [K; J(T )]Op(K) folgt K = [K; J(T )]. Dies zeigt (i) und(iv) aus De�nition 5.1.Nach De�nition liegt VE in WK , es gen�ugt also, jWK j � p2 zu zeigen. SetzebA(T ) := fA 2 A(T )j[A;K=Op(K)] 6= 1g (6= ;)und w�ahle A 2 bA(T ) derart, da� CA(WK) maximal ist. Kenntnis der SL2(p) liefert ein d 2 K, soda� hA;Adi eine q{Sylowgruppe D von K enth�alt. Nach De�nition von WK und der oben gezeigtenStruktur von K ist CWK (D) = 1. Also gilt(2) CWK (A) \ CWK (Ad) = 1 und WK = [WK ; A][WK ; Ad].Setze A0 := CA([WK ; A])[WK ; A] und A1 := CA(K=Op(K)). Nach 2.11 ist A0 2 A(T ) und [WK ; A0] 6=1. Wegen CA(WK)[WK ; A] � CA0(WK) und nach Wahl von A gilt entweder A0 � C(K=Op(K)) oderA0 = A.Im ersten Fall folgt Ad0 � A0Op(K), also Ad0 � C([WK ; A])\C([WK ; Ad]) und mit (2) der Widerspruch[WK ; A0] = 1.



5 AUFL �OSBARE J(T ){KOMPONENTEN 19Andernfalls folgt wie eben [WK ; A1] = 1, also jA : CA(WK)j = p. Wegen A 2 A(T ) folgtjAj � jWKCA(WK)j = jCA(WK)jjWK=CWK (A)j;also jWK=CWK (A)j � p und damit jWK j � p2 wegen (2).Damit ist K eine J(T ){Komponente.5.5 Satz: K1; : : : ;Kr sind genau die aufl�osbaren J(T ){Komponenten, die in L liegen. Insbesondereist jede J(T ){Komponente von L ein Subnormalteiler von L.Beweis: K1; : : : ;Kr sind aufl�osbare J(T ){Komponenten nach 5.4 (v).Sei K 2 Ka(T ) mit K � L. Aus Lemma 5.2 folgt K � KOp(L), also(�) K = Op(KOp(L)) und (+) [Op(L);K] � Op(K):Sei wieder q 2 N mit fp; qg = f2; 3g. Aus De�nition 5.1 (i) folgt K � J(L), genauer K � Oq(J(L)) =K1 � : : :�Kr und Op(K) � Op(L). Mit (+) folgt[V;K] = [V;K;K] =WK ' Zp � Zp:Damit existiert genau ein i 2 f1; : : : ; rg, so da� die Projektion von K auf Ki nichttrivial ist. Also istK = Ki und WK = [V;Ei]:Damit ist eK = [ eK; gJ(T )] = [ eK eC; gJ(T )] = [ eKi eC; gJ(T )] = [ eKi; gJ(T )] = eKinach Lemma 5.4 (iii) und (v). Also giltK (�)= Op(KOp(L)) = Op(KiOp(L)) = Ki:5.6 De�nition: Setze K0a(T ) := fK 2 Ka(T )j 9T0 2 Sylp(NG(WK)) : J(T ) = J(T0)g:5.7 Lemma: Sei K 2 K0a(T ) und L := NG(WK). Dann gilt(i) L = NG(K).(ii) K 2 Ka(T g) f�ur alle g 2 G mit J(T g) � L.Beweis:WegenK 2 K0a(T ) k�onnen wir T 2 Sylp(L) annehmen. Das Paar (L; T ) erf�ullt dann Situation3.1 nach Bemerkung 3.2. Wegen (C) ist L aufl�osbar, d.h. L erf�ullt Situation 5.3. Nach Satz 5.5 existiertein i 2 f1; : : : ; rg mit K = Ki und WK = [V;Ei]. Mit WK normalisiert L auch K als die eindeutigbestimmte J(T ){Komponente, die WK nicht zentralisiert. Dies liefert (i).Zu (ii) beachte, da� nach dem Satz von Sylow g aus L gew�ahlt werden kann.5.8 Lemma: Seien g 2 G, F 2 K0a(T g) und F �� hJ(T ); F i. Dann liegt F nicht in NG(J(T )).



5 AUFL �OSBARE J(T ){KOMPONENTEN 20Beweis: Sei F � NG(J(T )) angenommen. Wegen F = Op(FJ(T )) ist J(T ) � NG(WF ), also F 2K0a(T ) nach Lemma 5.7 (ii) im Widerspruch zu F � NG(J(T )).5.9 Satz: Seien L und T wie in 5.3, g 2 G und F 2 K0a(T g) mit F � L und F �� hF; J(T )i. Dannist F schon subnormal in L.Beweis: Nach Lemma 5.8 gilt (�) F 6� NG(J(T )):Setze L0 := hF; J(T )i. Wegen F �� L0 k�onnen wir Op(F ) � T annehmen. Dann ist Z �
(Z(Op(L0))) \ V . Wegen F = Op(L0) ist [Z; F ] � [
1(Z(Op(L0))); F; F ] �WF .Aus [Z; F ] = 1 folgte F � CL(Z) � NG(S) \ L � NG(J(T )) im Widerspruch zu (�).Also ist [Z; F ] 6= 1 und damit [Z; F ] = WF , da F irreduzibel auf WF operiert (De�nition 5.1 (v)).Es folgt WF � V und Op(L) � NG(WF ) = NG(F ), letzteres wegen Lemma 5.7 (i). Damit folgt[V; F ] � [
1(Z(Op(L))); F; F ] �WF .Sei E 2 fE1; : : : ; Erg und VE := [V;E]. Dann ist VEWF unter F invariant. Wegen jVEWF j � p4 undder Struktur von J(L) existierten h�ochstens zwei Konjugierte von VE in VEWF . Im Fall p = 2 istF=Op(F ) ' Z3, also normalisiert F schon VE .Sei also p = 3 und F 6� NG(VE) angenommen. Dann hat N := NF (VE) Index zwei in F . Ist j[VE ; N ]j =9, dann VE = WF im Widerspruch zur Annahme. Andernfalls ist CN (VE) > Op(F ), also Op(F ) <CF (hV FE i) = CF (VEWF ) � CF (WF ) = Op(F ) (beachte CF (WF ) = Op(F ) nach De�nition 5.1 (v)).Also gilt jeweils F � NG(VE). Im Fall WF = VE folgt F = E aus der Operation beider auf V , alsoF � E und mit Lemma 5.7 (i) die Behauptung F � E �� L. Andernfalls k�onnen wir annehmen, da�[VE ; F ] = 1 gilt f�ur alle E 2 fE1; : : : ; Erg. Dann gilt [J(T ); V; F ] = 1 = [V; F; J(T )], also [F; J(T )] � Cund F � NG(CJ(T )). Da CJ(T ) nach Lemma 5.4 (iii) p{abgeschlossen ist, folgt F � NG(J(T )) imWiderspruch zu (�).F�ur aufl�osbare J(T ){Komponenten ist die Aussage 
1(Z(J(T ))) �WK wie in Satz 4.3 im allgemeinenfalsch. Dies liegt nat�urlich daran, da� im aufl�osbaren Fall die Voraussetzung (C) wertlos ist. Diefolgende, schw�achere Aussage k�onnen wir zeigen:5.10 Satz: Sei K 2 Ka(T ). Dann gilt f�ur Z0 := 
1(Z(J(T )))Z0 = (Z0 \ Z(KJ(T )))(Z0 \WK) und jZ0 \WK j = p:Beweis: Sei L := KJ(T ). Wegen De�nition 5.1 (ii) k�onnen wir T 2 Sylp(L) annehmen. SetzeV := h
1(Z(T ))Li:Wegen 
1(Z(T )) � CL(Op(L)) = CL(F (L)) � F (L) = Op(L) ist V � Z(Op(L)). Aus WK � L folgtWK \ V 6= 1, also WK � V wegen 5.1 (v) und damit(1) CL(V ) = Op(L).Wegen [V;K] = [V;K;K] � [
1(Z(Op(K)));K] ist



5 AUFL �OSBARE J(T ){KOMPONENTEN 21(2) WK = [V;K].Sei A 2 A(T ) nA(Op(L)). Nach 2.12 gilt jA=CA(V )j = jV=CV (A)j. Mit V \CA(V ) = A\ V = CV (A)folgt jAj = jV CA(V )j. Aus (1) folgt(3) A(Op(L)) � A(T )und Z0 � Z(J(Op(L))).Nach 2.14 gilt [Z0;K] � V , also mit (2)(4) [Z0;K] =WK und Z0WK � KT = L.Sei q 2 N mit fp; qg = f2; 3g. Sei d 2 K derart, da� L0 := hJ(T ); J(T )di eine q{Sylowgruppe von Lenth�alt. Dann ist TL0 = L, also K � hJ(T )Li = hJ(T )L0i � L0 und somit L = L0.F�ur X := Z0\Zd0 gilt X � Z(L) und daherWK\X = 1. Es folgt jZ0WK=Z0j = jWK=(WK\Z0)j = p,also jZ0WK=X j � p2. Damit gilt Z0WK = X �WK ;und dies ergibt die Behauptung.



6 LOKALE ANALYSE 226 Lokale AnalyseIm folgenden sei M eine maximale p{lokale Untergruppe von G mit NG(J(S)) � M ; ferner gelteweiterhin(L) G besitzt lokale Charakteristik p.Setze Lp(G) := fNG(Q)j 1 6= Q p{Gruppeg undT (M) := fT �M j 1 6= T p{Gruppe; 9L 2 Lp(G) : T � L 6�Mg:6.1 Lemma: M ist genau dann stark p{eingebettet in G, wenn T (M) = ; gilt.Beweis: Dies ist in [KS, 12.3.1] f�ur p = 2 durchgef�uhrt. Der Beweis f�ur beliebiges p verl�auft entspre-chend.F�ur eine p{Gruppe T setze a(T ) := jAj, wobei A ein Element aus A(T ) ist. Seien R und T zweip{Untergruppen von G. Es gelte R � T , falls folgende drei Bedingungen erf�ullt sind:(i) a(R) � a(T ).(ii) Ist a(R) = a(T ), so gilt jJ(R)j � jJ(T )j.(iii) Ist a(R) = a(T ) und jJ(R)j = jJ(T )j, so gilt jRj < jT j oder R = T .Setze T �(M) := fT 2 T (M)j 8R 2 T (M) : T � R =) T = Rg undT �S (M) := fT 2 T �(M)jT � Sg;d.h. T �(M) ist die Menge der bez�uglich der Thompson-Ordnung maximalen Elemente.Wegen NG(J(S)) �M ist S 2 Sylp(M), und damitT �S (M) 6= ; () T �(M) 6= ; () T (M) 6= ;:6.2 Lemma: Sei T 2 T �(M). Dann ist NG(J(T )) �M .Beweis: Nach Konjugation k�onnen wir T � S annehmen. Wende 2.3 an auf (S; T; id) anstatt(G;U;X). Dann folgt T � NS(J(T )), also NG(J(T )) � M wegen der Maximalit�at von T , oderT = S (und mit NG(J(S)) �M die Behauptung).6.3 Lemma: Sei T 2 T �(M), L 2 Lp(G) mit L 6�M und Y 2 Sylp(L) mit J(T ) � Y . Dann gilt(i) J(T ) = J(Y ),(ii) Y �M ,(iii) J(T ) 6� Op(L).



6 LOKALE ANALYSE 23Beweis: Dies ist [KS, 12.3.3] f�ur beliebiges p anstatt p = 2.6.4 Lemma: Seien T 2 T �S (M) und L 2 Lp(G) mit T � L 6�M . Dann erf�ullen L und T Situation3.1.Beweis: Sei T � Y 2 Sylp(L). Wegen Lemma 6.3 ist Y 2 T (M), mit der Maximalit�at von T folgtT = Y 2 Sylp(L). Mit diesem und Lemma 6.3 (iii) erf�ullen L und T Situation 3.1 (vgl. 3.2).6.5 De�nition: Sei T 2 T �S (M). Mit KM (T ) sei die Menge aller K 2 K(T ) bezeichnet, f�ur die gilt:(i) K 6�M(ii) Op(hK;T i) 6= 1(iii) 9T0 2 Sylp(NG(WK)) : J(T0) = J(T ).Wegen (iii) ist KM (T ) � K0a(T ) [ K0n(T ).6.6 Lemma: Seien T und L wie in Lemma 6.4. Dann existiert K 2 KM (T ) mit K � L.Beweis: Das Frattiniargument liefert L = NL(J(T ))J(L), also ist J(L) 6�M nach Lemma 6.2.Ist J(L) nicht aufl�osbar, so liefern Satz 3.3 und 4.3 ein K 2 Kn(T ) mit KC = J(L)C, also KC 6�M .Andernfalls liefern Satz 3.3 und 5.5 ein K 2 Ka(T ) mit K � L und KC 6�M . Wegen C � CG(Z) �NG(S) � NG(J(S)) �M nach (Z) folgt K 6�M .Es gilt Op(L) � T , also 1 6= Op(L) � Op(hK;T i). Sei J(T ) � Y 2 Sylp(NG(WK)). Wegen K �NG(WK) ist NG(WK) 6�M , also ist J(T ) = J(Y ) nach Lemma 6.3 (i).6.7 Satz: Eindeutigkeitssatz. Seien T 2 T �S (M) und K 2 KM (T ). Dann existiert genau einemaximale p{lokale Untergruppe L mit KJ(T ) � L. Ferner gilt K �� L und T 2 Sylp(L). Ist K 2Kn(T ), so gilt L = NG(WK) = NG(K) und K ist die einzige nichtaufl�osbare J(T ){Komponente in L.Beweis: Ist K 2 Ka(T ), so ist dies [KS, 12.3.6] | dort f�ur p = 2 durchgef�uhrt, der Beweis im Fallp = 3 verl�auft entsprechend und verwendet die S�atze 5.5 und 5.9. Sei alsoK 2 Kn(T ). Sei L die Mengeder p{lokalen Untergruppen von G, die KJ(T ) enthalten. Wegen KJ(T ) � NG(WK) ist L 6= ;.Sei L 2 L und J(T ) � T0 2 Sylp(L). Wegen KJ(T ) � L ist J(T ) 6� Op(L), und nach Lemma 6.3ist J(T ) = J(T0). Somit erf�ullt (L; T0) Situation 3.1. Da K � J(L) nicht aufl�osbar ist, folgt aus Satz3.3 und 4.3, da� K die einzige nichtaufl�osbare J(T ){Komponente in L ist, und damit L � NG(WK).Also ist NG(WK) das eindeutige maximale Element in L. Nach De�nition von KM (T ) ist hK;T i �NG(Op(hK;T i)) 2 L, also T � NG(WK) nach eben Gezeigtem und T 2 Sylp(NG(WK)) nach Lemma6.4.6.8 Lemma: Seien T 2 T �S (M) und K 2 KM (T ) aufl�osbar. Sei L die eindeutig bestimmte p{lokaleUntergruppe mit KJ(T ) � L (vgl. 6.7) und Z0 := 
1(Z(J(T ))). Dann ist 
1(Z(T )) \WK 6= 1, undes gilt einer der folgenden F�alle:



6 LOKALE ANALYSE 24(i) Z = Z0 ' Zp.(ii) Z = Z0 ' Zp � Zp und S = T .(iii) 
1(Z(T )) = Z0 ' Zp � Zp und jNS(Z0) : CS(Z0)j = p.Beweis: Dies ist [KS, 12.3.7] um den dort nicht behandelten (aber analog beweisbaren) Fall p = 3erweitert.6.9 Satz: Seien T 2 T �S (M) und K 2 KM (T ). Dann ist T � NG(K).Beweis: Ist K 2 Kn(T ), so ist dies eine triviale Konsequenz aus 6.7.Sei also K 2 Ka(T ) und sei L die maximale p{lokale Untergruppe mit KJ(T ) � L. Nach 6.7 erf�ullt(L; T ) Situation 3.1, also Situation 5.3, da K aufl�osbar. Sei t 2 T . Nach 6.8 ist Z(T ) \WK 6= 1, alsoWK \W tK 6= 1 und damit WK =W tK . Damit normalisiert t auch K, die einzige Komponente, die WKnicht zentralisiert.Wir haben nun die n�otige Information, um zwei Untergruppen P1 und P2 zu konstruieren, die geeig-net sind, mittels der Amalgam-Methode nach Delgado, Goldschmidt und Stellmacher untersucht zuwerden.6.10 Satz: Sei T 2 T �S (M). Dann existieren K1;K2 2 K(T ) und T0 � T mit J(T ) � T0, so da�f�ur i 2 f1; 2g und Pi := hT0;Kii gilt:(i) Es existiert genau eine maximale p{lokale Untergruppe Li von G mit Pi � Li. Ferner giltT 2 Sylp(Li), falls Li aufl�osbar ist, und J(T ) = J(Ti) f�ur ein Ti 2 Sylp(Li).(ii) T � NG(Ki).(iii) Op(Li) � Op(Pi).(iv) T0 2 Sylp(Pi).(v) L1 6= L2.(vi) Pi=Op(Pi) operiert treu auf dem Normalteiler KiJ(T )Op(Pi)=Op(Pi); KiJ(T )Op(Pi)=Op(Pi) istisomorph zu SL2(qi); qi = pni ; ni 2 N geeignet, und hat p{Potenzindex in Pi=Op(Pi). Ferneroperiert Pi=Op(Pi) treu auf WK .(vii) CG(Op(Pi)) � Op(Pi).(viii) P1 \ P2 � NG(T0).(ix) Op(hP1; P2i) = 1.(x) Keine nichttriviale Untergruppe von P1 \ P2 ist normal in P1 und P2.Seien p 6= 2, fi; jg = f1; 2g und ti 2 G mit htiOp(Pi)i = Z(Pi=Op(Pi)). Dann gilt Ltij = Lj, oder esexistiert eine Involution x in G mit P x1 = P2.Beweis: Nach 6.6 existiert K1 2 KM (T ). Nach 6.7 liegt K1J(T ) in genau einer maximalen p{lokalenUntergruppe L1 von G, und es gilt T 2 Sylp(L1).F�ur die Konstruktion von K2 und L2 betrachten wir separat die drei F�alle



6 LOKALE ANALYSE 25(a) NG(J(T )) � L1.(b) NG(J(T )) 6� L1 und NG(T ) � L1.(c) NG(T ) 6� L1.Gelte zuerst (a), d.h. NG(J(T )) � L1. Dann ist T = S, da T 2 Sylp(L1), und L1 erf�ullt dieselbenVoraussetzungen wie M . Es gilt T 2 T �(L), und aus 6.6 und 6.7 folgt die Existenz eines K2 2 KL(T )mit L2 := M als einziger maximaler p{lokaler Untergruppe, die K2J(T ) enth�alt. Setze T0 := T undPi := hT0;Kii; i = 1; 2. Dann gilt (i) bis (v), beachte 6.9.Gelte nun (b), d.h. es ist N := NG(J(T )) 6� L1, aber NG(T ) � L1. Dann ist wieder T = S. SetzeZ0 = 
1(Z(J(S))). Sei K 2 Ka(T ) angenommen. Aus 6.8 folgt dann Z0 = Z, und es gilt NG(J(S)) �NG(Z0) = NG(Z) � NG(S) � L1 wegen (Z) und 2.19 im Widerspruch zur Voraussetzung. Also istK 2 Kn(T ).Es ist C := CN (Z0) � N , also T0 := C \ S 2 Sylp(C) und N = CNN (T0) (Frattini-Argument).Wegen (Z) ist C � NG(S) � L1, also NN (T0) 6� L1. Nach Satz 4.5 und 4.3 ist WK = hZL1i, alsogilt Op(L1) � CS(WK) � T0 nach 2.17. O�enbar ist J(S) � T0, also T0 eine p{Sylowgruppe vonP1 := hT0;K1i und es gilt Op(L1) � Op(P1). Sei x 2 NG(T0) n L1. Setze L2 := Lx1 , K2 := Kx1 undP2 := BKx1 (= P x1 ). Dann gilt (i) bis (v).Im Fall NG(T ) 6� L1 schlie�lich w�ahle T0 := T , x 2 NG(T ) n L1 und L2 := Lx1 , K2 := Kx1 undP2 := T0Kx1 (= P x1 ). Wiederum gilt (i) bis (v).In allen drei F�allen haben wir alsoK1;K2 und T0 so gefunden, da� sie der Behauptung bis einschlie�lich(v) gen�ugen.Seien p 6= 2, fi; jg = f1; 2g und ti 2 G mit htiOp(Pi)i = Z(Pi=Op(Pi)) derart, da� ti nicht Ljnormalisiert. Wegen Op(Pi) � Pj k�onnen wir o(ti) = 2 annehmen. Dann gelten (i) bis (v) auch f�urLi := Ltij , Ki := Ktij und Pi := P tij .Sei nun wieder p beliebig. Setze K := KiJ(T ) � Pi. Wegen (ii) gilt Op(Pi) = Op(K)CT0(K=Op(K)).Also operiert Pi=Op(Pi) treu auf K=Op(K) ' SL2(qi). Sei t 2 CT0(K=Op(K)). Dann ist CWKi (t) 6= 1,also 1 = [CWKi (t); t] = [hCWKi (t)K=Op(K)i; t] = [WKi ; t]. Also ist Op(Pi) � CPi(WKi) � Pi. Dies zeigt(vi).Wegen (L) und (iii) gilt CG(Op(Pi)) � CG(Op(Li)) � Op(Li) � Op(Pi), d. i. (vii), und wegen (v) undder Eindeutigkeitseigenschaft aus Satz 6.7 folgt Op(hP1; P2i) = 1, d. i. (ix).(viii) folgt aus der Tatsache, da� P1 und P2 jeweils von je zwei ihrer p{Sylowgruppen erzeugt werdenund P1 6= P2 gilt.Angenommen, es existiert 1 6= U � P1\P2 mit U � P1 und U � P2. Wegen (viii) ist U p{abgeschlossen,also U eine p0-Gruppe nach (ix) und damit 1 6= UOp(P1)=Op(P1) � Op0(P1=Op(P1)) nach (vi). Esfolgt U � [U;WK1 ] =WK1 im Widerspruch dazu, da� U eine p0{Gruppe ist. Also gilt (x).Wir f�uhren nun Nebenklassengraphen ein und listen einige elementare Eigenschaften auf. Eine ausf�uhr-lichere Behandlung ist in [DGS] zu �nden.Sei P := hP1; P2i. Sei � := fP1x; P2xjx 2 Pg mit der RelationX � Y :() X \ Y 6= ; und X 6= Yder zu P1; P2 und P geh�orige Nebenklassengraph. Wegen P = hP1; P2i ist � zusammenh�angend.Bezeichne mit d : ���! N0 die nat�urliche Abstandsfunktion und mit �(�) die Menge der Nachbarnder Ecke �. P operiert auf � durch Rechtsmultiplikation, die Eckenstabilisatoren PPix = P xi sind



6 LOKALE ANALYSE 26transitiv auf der Menge der benachbarten Ecken. P ist kantentransitiv auf �, also gilt Satz 6.10entsprechend f�ur P�; P� statt P1; P2 mit beliebigen benachbarten Ecken �; �, und � zerf�allt unter derOperation von P in zwei Bahnen.Seien �; � 2 � mit � � �. Setze B�� := P� \ P� und bezeichne mit S�� die eindeutig bestimmtep{Sylowgruppe von B�� (vgl. Satz 6.10 (viii)). Beachte S�� 2 Sylp(P�). Setze Q� := Op(P�). Ist� = Pig f�ur ein i 2 f1; 2g und ein g 2 P , so setze K� := (Op(Pi)KiJ(T ))g und Z� := W gKi . DieseDe�nition ist eindeutig, da Op(Pi)KiJ(T ) und WKi Normalteiler von Pi sind. Beachte, da� dieseDe�nition leicht von der �ublichen abweicht: Normalerweise ist Z� := h
1(Z(T ))jT 2 Sylp(P�)i, dannist Z� direktes Produkt aus unserem Z� und Z(P�). Im nichtaufl�osbaren Fall stimmen also beideDe�nitionen �uberein. Da wir mit WKi den nat�urlichen Modul schon identi�ziert haben, scheint unsdieses Vorgehen zweckm�a�ig.Seien n�; q� 2 Nmit jZ�j = p2n� = q2�. Dann ist Q� � K� � P�, Z� char K�, undK�=Q� ' SL2(q�)operiert nat�urlich auf Z�.6.11 Satz: Seien �; � 2 � mit � � �. F�ur � 2 f�; �g sei L� � P� transitiv auf �(�). SetzeL := hL�; L�i. Dann gilt(i) L operiert kantentransitiv auf �.(ii) P = B��L.(iii) (L� \ L�)L = 1.Beweis: Dies ist [DGS, II.3.2].Setze b := minfd(�; �0)jZ� 6� Q�0 ;�; �0 2 �g. Ein Paar (�; �0) 2 ��� mit Z� 6� Q�0 und d(�; �0) = bhei�e kritisches Paar.Sei (�; �0) ein kritisches Paar und 
 ein Weg der L�ange b von � nach �0. Bezeichne die (eindeutigbestimmte) Ecke � auf 
 mit d(�; �) = i mit �+ i bzw. �0 � (b� i).6.12 Lemma: Seien � 2 � und � 2 �(�). Dann gilt(i) CP� (Z�) = Q�.(ii) P� = hS��; xi f�ur alle x 2 P� nN(S��).(iii) (�0; �) ist ein kritisches Paar.(iv) Ist P� nicht aufl�osbar, so gilt J(K� \ S��) = J(S��) undjZ� : 
1(Z(J(S��)))j = q� = j
1(Z(J(S��)))j.(v) Q� � K� \ S��,(vi) Q�Z�0 = Q�Q�+1 = K� \ S��+1.(vii) q� = q�0 .(viii) R := j[Z�; Z�0 ]j = q� und R � Z(K� \ S��+1).(ix) Sind P� und P� aufl�osbar, so gilt j
1(Z(S��))j � p2 und j
1(Z(P�))j � p.



6 LOKALE ANALYSE 27Beweis: (i) ist 6.10 (vi) in den neuen Bezeichnungen. (ii) folgt aus der Tatsache, da� P� von zweiverschiedenen p{Sylowgruppen erzeugt wird.Wegen Z� 6� Q�0 und (i) ist [Z�; Z�0 ] 6= 1, also Z�0 6� Q�; wegen b = d(�; �0) gilt (iii).Nach Konstruktion ist J(K� \ S��) = J(T x) = J(T x0 ), x 2 P geeignet, also folgt (iv) aus Satz 4.3.Zu (v): Ist P� aufl�osbar, so ist S�� � K� = P�. Sei P� nicht aufl�osbar. Dann ist 
1(Z(J(S��))) eineindimensionaler Teilraum von Z�, der von Q� zentralisiert wird (nach (iv), falls P� nicht aufl�osbar,und sonst wegen 6.8). Also folgt (v) aus Lemma 2.6.Zu (vi): Wegen Z�0 � Q�+1 ist Q�Z�0 � Q�Q�+1 � K� \ S��+1.Aufgrund der Symmetrie in � und �0 k�onnen wir q� � q�0 annehmen. Wegen Z�0 � K� \ S��+1 giltjK� \ S��+1 : Q�j = q� � q�0 = jZ�0 : CZ�0 (Z�)j = jZ�0 : Z�0 \ Q�j = jQ�Z�0 : Q�j, also (vi) und(vii), sowie mit [Z�; Z�0 ] = [Z�;K� \ S��+1] auch (viii).Zu (ix): Setze V := h
1(Z(S��))P� i. Nach 2.13 gilt V = [V; P� ] � CV (P�). Also ist j
1(Z(S��)) :
1(Z(P�))j = p, ebenso j
1(Z(S��)) : 
1(Z(P�))j = p, und die Behauptung folgt aus Z(P�) \ Z(P�)= 1.Lemma 6.12 (vi) zeigt, da� die Behauptung (vi) in Satz 6.10 o.B.d.A. ersetzt werden kann durch(vi)' Pi=Op(Pi) ' SL2(qi),indem man im Beweis dort T0 = Op(P1)Op(P2) w�ahlt. Aus Bequemlichkeitsgr�unden sei dieses imfolgenden angenommen. Es gilt also K� = P�f�ur alle � 2 �.6.13 Satz: Sei �� 1 2 �(�) n f�+ 1g, so da� (� � 1; �0 � 1) kein kritisches Paar ist. Dann gilt(i) Z�Z��1 = Z�Z� � P� f�ur alle � 2 �(�).(ii) F�ur jede zu �� 1 konjugierte Ecke � gibt es kein �0, so da� (�; �0) ein kritisches Paar ist,(iii) b ist gerade,(iv) Q� \Q��1 � P�.Beweis:Wegen Z��1 � S�0�1�0 = Z�Q�0 ist [Z��1Z�; Z�0 ] � Z�, also Z��1Z� � hS��1�; Z�0i = P�(vgl. Lemma 6.12 (ii)). Der Rest von (i) folgt aus der Transitivit�at von P� auf �(�).Da Z�Z��1 ein p{Normalteiler von P� ist, folgt b � 2. Angenommen, (ii) ist falsch. Sei � konjugiertzu � � 1, �0 2 � , (�; �0) kritisches Paar und � + 1 2 �(�) mit d(�0; � + 1) = b � 1. Dann ist � + 1konjugiert zu �, also Q�0 6� Z�Z�+1 = Z�+2Z�+1 f�ur ein � + 2 2 �(� + 1) mit d(� + 2; �0) = b � 2,im Widerspruch zur Minimalit�at von b. Also gilt (ii), damit ist �0 nicht konjugiert zu �� 1, und dieszeigt (iii).Aus Lemma 6.12 (i) folgt (iv).6.14 Satz: Sei b > 1 und � � 1 2 �(�) n f� + 1g. Dann ist (� � 1; �0 � 1) kein kritisches Paar,oder es ist b = 2, q = 3, jQ�j = 35, Q� hat Exponent 3 und Q�=(Z�Z(P�)) sowie Z� sind nat�urlicheModuln zu P�=Q� f�ur alle � 2 �.



6 LOKALE ANALYSE 28Beweis: Sei (��1; �0�1) ein kritisches Paar. Sei ��2 2 �(��1)nf�g und �0+1 2 �(�0)nf�0�1g.Wegen 6.13 (ii) sind (�� 2; �0 � 2) und (�+ 1; �0 + 1) kritische Paare.F�ur i 2 f0; 1; 2g setze Ri := [Z��i; Z�0�i]:Wegen 6.12 (i) gilt 1 6= Ri � Z(Q�0�i) und Ri � Z(S��i �+1�i), alsoRi � Z(hZ�0+1�i; S��i �+1�ii) = Z(P�+1�i):Wegen (C) sind damit alle P� ; � 2 � aufl�osbar.Angenommen, es w�are b > 2. Dann ist Z�0 � Q�0�2, also [R2; Z�0 ] = 1, und mit R2 � Z(P��1) folgtR2 � Z(hS��1�; Z�0i) = Z(P�) im Widerspruch zu 6.11 (iii). Also ist(1) b = 2.F�ur i 2 f0; 1g setze D�+i := Q�+i�1 \ Q�+i+1 und X�+i := CD�+i(hZ�+i�2; Z�+i+2i). Dann ist[D�; Z�+2] � [Q�+2Z�; Z�+2] = [Z�; Z�+2] � Z� � D� und analog [D�; Z��2] � D�. Damit folgt(2) D� � hZ�+2; D�; Z��2i = P�.Wegen X� = Q��2 \D� \Q�+2 ist D� = X�Z� und damit �(D�) = �(X�). Aus X� � D�+1 folgt�(D�) � �(D�+1), also �(D�) = �(D�+1) � P wegen der Symmetrie in � und � + 1. Aus 6.10 (x)folgt(3) �(D�) = 1.Wegen Q� = D�Z��1Z�+1 ist D� � Z(Q�). Aus Satz 2.13 folgt D� = Z�Z(P�), also jQ�j = p5(beachte 6.12 (ix)). Die Operation von P� auf �(�) liefert die nat�urliche Operation auf Q�=D�.Damit gilt Q� = S�2�(�)Z�D�, und Q� hat Exponent p.Wegen [Z��1; Z�+1] 6= 1 ist Q� nicht abelsch, also folgt p 6= 2, d.h. p = 3.6.15 Satz: Es ist P1 ' P2, und es gilt einer der drei F�alle:(i) P1 ist isomorph zum nat�urlichen semidirekten Produkt einer SL2(pn) mit einer elementarabel-schen Gruppe der Ordnung p2n.(ii) pn 2 f2; 3g und P1 ist isomorph zum direkten Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung pmit einer Gruppe wie in (i) beschrieben.(iii) Es ist p = 3, P1=O3(P1) ' SL2(3), Q := O3(P1) hat Exponent 3 und Ordnung 35 und jZ(Q)j =33. P1=Q operiert nat�urlich auf Q=Z(Q) und Z(Q)=Z(P1).Beweis: Gelte nicht die Situation von Fall (iii). Setze � := � + 1. Sei b > 1 angenommen und�� 1 2 �(�) n f�g. Nach Satz 6.14 gilt:(�� 1; �0 � 1) ist kein kritisches Paar.Wegen 6.13 (iv) gilt X := Q�\Q� � P�. Setze P� := P�=X . Es gilt jQ� j = q�. Setze L := hQ��1; Q�i.Dann gilt



6 LOKALE ANALYSE 29(i) Op(L) = CL(Z�) = L \Q�.(ii) L=Op(L) ' SL2(q�) operiert nat�urlich auf Z�.(iii) L = hQP�� i � P�.(iv) CL(Op(L)) � Op(L).(v) Op(L) = X , insbesondere ist Q� 2 Sylp(L).(i) bis (iv) sind einfache Konsequenzen aus der Struktur von P�.Zu (v): Aus 6.12 (vi) folgt S�� = Q��Q� ' Zq�p �Zq�p . Also besitzt Op(L) = Q�\L ein Komplementin S�� \ L, also auch ein Komplement L0 in L nach dem Satz von Gasch�utz. Nach dem Satz vonSylow k�onnen wir Q��1 � L0 annehmen, und es existiert g 2 L0Q� mit Q� � Lg0. Wir k�onnen g 2 Q�annehmen. Dann folgt Q��1; Q� � L0, also L0 = L und damit die Behauptung.Sei zuerst p = 2. Sei N � L mit N char Q�. Dann ist N � P� , also N = 1 nach 6.11 (iii). Mit [Ba]folgt (�) [O2(L); L] = Z�:Setze V� := hZ�j� 2 �(�) [ f�gi � P� . Ist V� � O2(L), so ist V� � L im Widerspruch zu Satz 6.11(iii). Also V� 6� O2(L) und damit b = 2.Sei t 2 P� mit �t = �0. Die Operation von P� auf �(�) ist isomorph zu der auf den B��{Rechtsnebenklassen in P� durch Rechtsmultiplikation bewirkten Operation. Wegen Lemma 2.9 k�onnenwir annehmen, da� t ungerade Ordnung hat. Setze D := O2(L) \ O2(Lt). Es gilt O2(L) = Z�D undO2(Lt) = Z�0D, damit Q� = O2(L)O2(Lt) = Z�Z�0D und �(O2(L)) = �(D) = �(O2(Lt)), al-so �(D)t = �(D). Daher operiert t auf Q�=�(D). K�onnen wir zeigen, da� Q�=�(D) genau zweimaximale elementarabelsche Untergruppen besitzt (n�amlich O2(L)=�(D) und O2(Lt)=�(D)), dannnormalisiert t schon O2(L) im Widerspruch zu Zt� = Z�0 .Sei x 2 L ein Element ungerader Ordnung, das �xpunktfrei auf Z� operiert (bspw. im Fall q� = 2eines der Ordnung 3, sonst eines aus dem Normalisator einer 2{Sylowgruppe). Mit (�) folgt O2(L) =Z� � CO2(L)(x) und O2(L)0 = Z� \ CO2(L)(x)0 = 1. Mit D[2] := hd2jd 2 Di = fd2jd 2 Dg (D istabelsch) ist �(D) = D0D[2] = D[2]. F�ur � 2 f�; �0g sei z� 2 Z� nD. Dann ist [z�; z�0 ] 6= 1, also haty := z�z�0 mindestens Ordnung 4, und wegen D � Z(Q�) ist y =2 D. Angenommen y2 2 D[2]. Seid 2 D mit d2 = y2. Dann ist U := hy; di eine abelsche Gruppe der Ordnung 2o(y). Also existiertein u 2 U mit U = hyi � hui und o(u) = 2. Es folgt d = ylu f�ur ein l 2 N mit l � 1(mod 2).Aus u 2 D folgt yl 2 D und damit y 2 D im Widerspruch zu oben. Also ist u =2 D und damituD 2 Z�D=D [ Z�0D=D. Dann aber ist [u; y] 6= 1 im Widerspruch zu U = hyi � hui.Also ist o((z��(D))(z�0�(D))) 6= 2, und damit sind O2(L)=�(D) und O2(Lt)=�(D) die einzigenmaximalen elementarabelschen Untergruppen von Q�=�(D).Sei nun p 6= 2. Dann existiert t 2 Inv(L) mit hti = Z(L).Wir betrachten zuerst den Fall P t� = P� . CL(t) = CL(t) = L ist transitiv auf �(�), und Q� =CQ�(t)[Q�; t] = CQ�(t)Op(L). Damit ist CQ�(t)Q� = Q�Q� = S�� eine p{Sylowgruppe von P� mit[S��=Q�; t] = 1. Nach Hilfssatz 2.8 induziert t einen inneren Automorphismus auf P�=Q�, es folgt[P�=Q�; t] = 1, und CP� (t) ist transitiv auf �(�). Aus Lemma 6.11 (i) folgtt 2 D := \g2P P�g :Wegen D � P folgt Op(D) = 1 und DQ�=Q� 2 fP�=Q�; Op(P�=Q�); Z(P�=Q�); 1g. Aus den erstendrei Alternativen folgt Z� � D, also der Widerspruch 1 6= Op(D), die letzte scheidet aus Ordnungs-gr�unden aus.



6 LOKALE ANALYSE 30Also ist t =2 NG(P�). Aus der Operation von hti auf Z� folgt htiQ� = Z(P�=Q�). Existiert eineInvolution x mit P x� = P� , so ist Q� \ Q� = (Q� \ Q�)x � P x� = P� , ein Widerspruch zu Satz 6.10(x).Also folgt aus 6.10 t 2 NG(L�) = L�. SetzeV := [Q�; Op(P�)] � [Q�; hQP�� i] = h[Q�; Q�]P�i � Q� \Q�:Damit folgt [S�� ; t] = [S�� ; t; t] � [Q�; t] � Q� :Setze eL� := L�=Op(L�). E := Op(P�) ist eine J(T ){Komponente von L�, daher gilt eE ' SL2(q),ferner ist gS \ E 2 Sylp( eE). Aus der Struktur von P� folgt [ eE; eQ� ] = 1. Nach 2.13 zentralisierten sicheE und eEt. Es gilt Sylp( eEt) 3 g(S \ E)t � gS \ E eV � CeL� ( eEt), ein Widerspruch zur Struktur von eEt.Also gilt b = 1:Nach 6.12 (vii) ist q� = q� .Aus 6.12 (vi) folgt Q� = Z�(Q� \Q�):Mit der Symmetrie in � und � folgt �(Q�) = �(Q� \Q�) = �(Q�), also�(Q�) = 1nach Satz 6.10 (x). Ist P� nicht aufl�osbar, so folgt Q� = Z� aus Satz 3.3.Andernfalls ist P�=Q� wie in Satz 2.13, also Q� = [Q�; P�]�CQ�(P�) = Z��Z(P�). Nach 6.12 (ix)ist jZ(P�)j � p.Nach Satz 3.3 bzw. Struktur der aufl�osbaren J(T ){Komponenten existiert ein A 2 A(T ) mit AQ� 2Sylp(P�), also besitzt Q� ein Komplement in S�� , also auch in P� nach dem Satz von Gasch�utz. Sym-metrie in � und �, jP�jp = jP� jp und Konjugiertheit von fP�; P�g zu fP1; P2g liefern die Behauptung,ausgenommen die Tatsache, da� im Fall (ii) nur p = 2 sein kann. Dies zeigen wir nun:Angenommen, es ist p = 3, die P� ; � 2 � sind aufl�osbar und Z(P�) 6= 1. F�ur � 2 � bezeichnemit L� die eindeutig bestimmte, maximale 3{lokale Untergruppe mit P� � L�. Ist P� = P gi f�ur eini 2 f1; 2g; g 2 G, so ist also L� = Lgi .(1) Seien �; � benachbarte Ecken in � und t� 2 Inv(NL�(S��)). Dann ist t� 2 L�, und es existiert
 2 �(�) n f�g mit t� 2 NG(S�
).Wegen A(S��) = fO3(P�); O3(P�)g ist t� � NG(O3(P�)) = L� nach 6.16. Wegen jSyl3(P�)j = 4 undo(t�) = 2 existiert 
 wie beschrieben.(2) Seien �; � benachbarte Ecken in � und f�ur � 2 f�; �g sei t� 2 Inv(P�) mit ht�iO3(P�)=O3(P�) =Z(P�=O3(P�)). W�ahle 
 wie in (1) und analog � 2 �(�) n f�g mit t� 2 NG(S��). Dann gilt:t� zentralisiert Z(P�) = Z� \ Z
 und invertiert Z�, und t� zentralisiert Z(P�) = Z� \ Z� undinvertiert Z� .



6 LOKALE ANALYSE 31Setze V = Z(S��). Nach Struktur von P� ist CV (t�) = Z(P�), also ist V = CV (t�) � [V; t�] einenichttriviale Zerlegung von V . Nach (1) ist sie sogar t�{invariant. Da Z(P�) \ Z(P�) = 1, folgtZ(P�) = [V; t�] � Z� und Z(P�) = [V; t�] � Z�. Damit ist [Z� ; t�] = Z� \ Z� und CZ� (t�) = Z(P�).Da Z� \ Z
 invariant unter t� ist, folgt Z(P�) = Z� \ Z
 . Analog ergibt sich die Behauptung f�ur t� .Wie oben existieren � 2 �(
) n f�g mit t� 2 L� und " 2 �(�) n f
g mit t� 2 L". W�ahle t� analogzu t�. t� invertiert Z� \ Z" = Z(P
) = Z� \ Z� und Z
 \ Z� = Z(P�) und zentralisiert Z(P�) =Z� \ Z
 = Z(P�). Also ist t�t� 2 CG(Op(L�)) � Op(L�), d.h. t� = t� . F�ur v 2 Op(L�) folgt analogt� = tv� , also t� 2 CG(Op(L�)) � Op(L�), ein Widerspruch.6.16 Satz: F�ur i = 1; 2 ist Li = NG(Pi) = NG(Op(Pi)). Insbesondere ist Op(Li) = Op(Pi).Beweis: Der zweite Teil der Behauptung folgt aus dem ersten und 6.10 (iii).Sei i 2 f1; 2g und (P;L) := (Pi; Li). Ist P nicht aufl�osbar, so folgt die Behauptung aus Satz 6.7 undder Bemerkung nach Lemma 6.12.Sei daher P aufl�osbar. Aus der Struktur von P und 6.10 (iii) folgt j
1(Z(Op(L)))j � p3. Wegen
1(Z(T )) = 
1(Z(T0)) ist 
1(Z(Op(L))) = h
1(Z(T ))Li = 
1(Z(Op(P ))). Damit ist nur noch derFall (iii) aus Satz 6.15 zu betrachten. Aus Satz 3.3 und Kapitel 5 folgt, da� L genau eine J(T ){Komponente besitzt. Aus der Operation von K auf Op(P )=
1(Z(Op(L))) folgt Op(P ) � K, alsoOp(P ) = Op(L) und P = J(L)Op(L) � L. Aus der Maximalit�at von L folgt die Behauptung.Wir wollen die Struktur der Li noch etwas genauer untersuchen. Sei dazu (L; P ) := (Li; Pi) f�ur eini 2 f1; 2g, V � P nat�urlicher Modul von P=Op(P ) und X := CL(P=Op(P )). Sei V0 ein eindimen-sionaler Unterraum von V . Dann ist normalisiert X schon V0 = CV (CP (V0)), also operiert X durchSkalarmultiplikation auf V und X=CX(V ) ist isomorph zu einer Untergruppe von Z(GL(V )).Im Fall (i) aus Satz 6.15 ist CL(V ) = CL(Op(L)) = Op(L), also ist L=(XP ) isomorph zu einer Un-tergruppe von OutSL2(q) und (XP )=Op operiert treu als Untergruppe von Z(GL2(q))SL2(q) aufOp(P ) = V . Op(L), d. i. der GL2(q){Anteil von L mit den von L auf P induzierten p0{K�orperauto-morphismen, zerf�allt �uber V nach dem Satz von Gasch�utz (vgl. Beweis von Satz 6.15).Seien fi; jg = f1; 2g und T 2 Sylp(Li). Sei nun p 6= 2. Sei x 2 T ein Element der Ordnung p, dasauf P := Pi=Op(Pi) einen �au�eren Automorphismus induziert. Dann zentralisiert x eine zu SL2(pnp )isomorphe Untergruppe P 0 � P , also auch Op(P0). Aus (C) folgt p = n 2 f2; 3g.Ist p = 2, so besitzt T genau zwei maximale elementarabelsche Untergruppen, n�amlich Op(L1) undOp(L2). Also ist T � NG(Op(Lj)) = Lj , d. h. T 2 Sylp(Lj). Insgesamt ergibt sich Sylp(L1 \ L2) �Sylp(Li) au�er im Fall q = 33. Da wir in dieser Arbeit haupts�achlich demonstrieren wollen, wiewirkungsvoll die Analyse der J(T ){Komponenten auch im nichtaufl�osbaren Fall ist, wollen wir diesenSonderfall nicht weiter untersuchen, sondern uns damit zufriedengeben, da� die Struktur der Li bereitssehr eingeschr�ankt ist.Im Fall (ii) aus Satz 6.15 ist CL(V ) \ CL(Op(L)=V ) eine p{Gruppe, also CL(V ) = Op(L) und damitP = L.Im Fall (iii) aus Satz 6.15 schlie�lich ist jCL(V ) : Op(L)j � 2 und ebenfalls Z(GL(V )) � SL(V ). Alsoist jL : XP j � 2 und jXP : P j � 2.6.17 Satz: G besitzt eine stark p{eingebettete Untergruppe, oder es existieren zwei maximale p{lokale Untergruppen, die 'im wesentlichen` gleich den in 6.15 beschriebenen Pi sind. Ihre genauereStruktur ist oben analysiert.



6 LOKALE ANALYSE 32Beweis: Sei M wie am Anfang des Kapitels eingef�uhrt. Ist T (M) = ;, so ist M stark p{eingebettetin G nach Lemma 6.3. Andernfalls existieren L1; L2; P1; P2 wie in 6.10, und diese haben nach 6.15 undder folgenden Analyse eine Struktur wie behauptet.Abschlie�end wollen wir einige Beispiele zeigen, die die Voraussetzungen dieses Abschnitts erf�ullen.Beispiel 1: Seien q = pn sowieG := fAj det(A) = 1;8i; j 2 f1; : : : ; 3g9aij 2 GF (q) : A = (aij)i;j2f1;:::;3gg ' SL3(q);P1 := f(aij)i;j2f1;:::;3g 2 Gja31 = a32 = 0g undP2 := f(aij)i;j2f1;:::;3g 2 Gja21 = a31 = 0g:Dann sind �1 : P1 ! SL2(q);0@ a b cd e f0 0 1 1A 7! � a bd e �und �2 : P2 ! SL2(q);0@ 1 a b0 c d0 e f 1A 7! � c de f �Epimorphismen mit Kern�1 = 8<:0@ 1 0 a0 1 b0 0 1 1A������ a; b 2 GF (q)9=; ' Z2npbzw. Kern�2 = 8<:0@ 1 a b0 1 00 0 1 1A������a; b 2 GF (q)9=; ' Z2np :O�enbar sind K1 := 8<:0@ a b 0c d 00 0 1 1A 2 G������ a; b; c; d 2 GF (q)9=; ' SL2(q)bzw. K2 := 8<:0@ 1 0 00 a b0 c d 1A 2 G������ a; b; c; d 2 GF (q)9=; ' SL2(q)Komplemente zu diesen Kernen, und sie operieren in nat�urlicher Weise auf ihnen.Es ist S := P1 \ P2 =8<:0@ 1 a b0 1 c0 0 1 1A������ a; b; c 2 GF (q)9=; 2 Sylp(G).G operiert auf V := GF (q)3 durch Rechtsmultiplikation. Es giltZ := 
(Z(S)) = 8<:0@ 1 0 a0 1 00 0 1 1A������ a; b; c 2 GF (q)9=;und CG(Z) � NG(CV (Z)) = P2, also folgt CG(Z) � S aus der Operation von K2 auf Kern�2. Damitgilt (Z). Man rechnet schnell nach, da� auch (C) und (L) gelten.F�ur alle c 2 GF (q) ist P1 transitiv auf f(a; b; c)ja; b 2 GF (q)g n f(0; 0; c)g und P2 auf f(0; a; b)ja; b 2GF (q)gnf0g. Also ist P := hP1; P2i transitiv auf V nf0g. Es gilt P1 = CG((0; 0; 1)), also ist CG(v) � P



6 LOKALE ANALYSE 33f�ur alle v 2 V n f0g. Damit ist Sg � CG((0; 0; 1)g) � P f�ur alle g 2 G, also G = hSgi � P , da Gquasieinfach.Beispiel 2: Sei G = S6. Setze a := (12) und P1 := CG(a) = hai � Sf3;4;5;6g. Es ist O2(P1) ' Z32 undP1=O2(P1) ' S3. a und b := (12)(34)(56) sind unter Aut G konjugiert, also ist P2 := CG(b) ' P1.S := P1\P2 = CG(ha; bi) = hai�CSf3;4;5;6g((34)(56)) ' Z2�D8 ist eine Sylowgruppe vonG. Neben aGund bG existiert genau eine weitere Konjugiertenklasse von Involutionen, n�amlich ((12)(34))G. WegenCG((12)(34)) = CSf1;2;3;4g((12)(34)) � Sf5;6g gilt (C). Aus CG(
(Z(S))) = CG(ha; bi) = P1 \ P2 = Sfolgt (Z). Ein kurzer Blick auf die �ubrigen 2{Gruppen zeigt (L). Wegen jhP1; P2ij � jP1P2j = 144 hathP1; P2i h�ochstens Index 5 in G, also folgt hP1; P2i = G.Beispiel 3: Sei G = G2(3). G ist die Automorphismengruppe eines verallgemeinerten Sechsecks mitje 364 Ecken und Kanten derart, da� jedes dieser Objekte mit vier anderen inzident ist. Ihre Stabi-lisatoren sind semidirekte Produkte einer Z2 mit einer Gruppe, die isomorph zu P1 wie in Satz 6.15(iii) ist, und sie sind maximale Untergruppen (also insbesondere maximale 3{lokale Untergruppen).Sei S 2 Syl3(G). Wir k�onnen S 2 Syl3(L1) annehmen, und wegen CG(
1(Z(S))) � CG(Z(L1)) � L1folgt (Z) aus der Struktur von L1. Eine Untersuchung der maximalen Untergruppen liefert (C), alsGruppe vom Lie-Typ hat G lokale Charakteristik 3.Das folgende Lemma �uber die Struktur der p{Sylowgruppen der Li werden wir im n�achsten Abschnittben�otigen.6.18 Lemma: Sei L := L1 wie in Fall (i) von Satz 6.15 und T 2 Sylp(L). Dann zerf�allt T �uberJ(T ).Beweis: Setze P := P1 und T0 := T \ P . Dann liefert das Frattini{ArgumentNL(T0)P = L:Setze N := NL(T0) und sei K ein Komplement von T0 in NP (T0) (ein solches existiert, da P=Op(P ) 'SL2(q) ist). Wieder liefert das Frattini{Argument N = T0NN (K), es folgtL = PNN (K):Sei T1 2 Sylp(NN (K)). Dann gilt T0 \ T1 = 1 (da sogar T0 \ NN (K) = 1 ist) und T0T1 2 Sylp(L).Wegen T0 = J(T ) folgt die Behauptung.



7 EIN SPEZIALFALL 347 Ein SpezialfallIn diesem Abschnitt wollen wir den Spezialfall p = 2 genauer untersuchen.7.1 Satz: Sei G eine endliche Gruppe der lokalen Charakteristik 2 mit O2(G) = 1. Gelte (C) und(Z)Dann existiert eine stark eingebettete Untergruppe von G, oder es existieren zwei maximale 2{lokaleUntergruppen L1 und L2 von H := O2(G), die isomorph sind zum nat�urlichen semidirekten Pro-dukt einer SL2(2n) enthaltenden Untergruppe der �L2(2n) auf einer elementarabelschen Gruppe derOrdnung 22n. Es gilt jL1 \ L2j2 = jL1j2 = jL2j2 = 23n, im Fall n � 2 sogar Syl2(L1) � Syl2(H).Beweis: Besitze G keine stark eingebettete Untergruppe. Dann existieren Untergruppen P1; L1; P2; L2wie in 6.15 bis 6.18 beschrieben. Der Fall, da� diese Gruppen aufl�osbar sind, wurde bereits in [KS]behandelt. Wir k�onnen also annehmen, da� Fall (i) von Satz 6.15 vorliegt mit n � 2. Sei i 2 f1; 2g.Setze Mi := Li \ H . Es gilt Pi � Mi. Sei M eine maximale 2{lokale Untergruppe von H , die Mienth�alt. Dann giltNO2(M)(O2(Pi)) � O2(M) \ Li \H � O2(M) \Mi � O2(Mi) � O2(Li) = O2(Pi)nach 6.16, also O2(M) � O2(Li). Aus der Operation von Pi auf O2(Pi) folgt O2(Pi) = O2(M), d. h.M =Mi ist maximale 2{lokale Untergruppe von H .Sei T 2 Syl2(M) und T � R 2 Sylp(H). Setze R0 := NR(J(T )). Wegen jA(T )j = 2, V :=
1(Z(O2(M))) 2 A(T ) und M = NH(V ) ist jR0 : T j � 2. Angenommen, es w�are J(R0) > J(T ). SeiB 2 A(R0)nA(T ). Wegen jB : B\T j = 2 existiert t 2 B mit B = hti(B\T ) und t vertauscht die bei-den Elemente von A(T ). Es gilt jB\T : B\J(T )j � 2 und B\J(T ) � TA(T ) = 
1(Z(J(T ))) =: Z0,also q2 � jBj = 4jB \ J(T )j � 4q, also q = 4 und B \ J(T ) = Z0. Dies ist ein Widerspruch dazu,da� ein Element aus Inv(T ) n J(T ) (und ein solches liegt in B) auf Z0 einen K�orperautomorphismusinduziert, insbesondere also Z0 nicht zentralisiert. Damit gilt J(R0) = J(T ), also(1) J(T ) = J(R)nach 2.3 und damit(2) jR : T j � 2.Angenommen, es w�are T < R, d. h. jR : T j = 2 und R=T vertauscht die beiden Elemente von A(T ).Nach Verlagerungstheorie (betrachte die Fokalgruppe) existiert ein y 2 R n T , das unter H konjugiertist zu einem Element aus T . Wir k�onnen daher annehmen, da� es ein g 2 H gibt mit y 2 T g und f�urmindestens eine der beiden Gruppen R und Rg liegt der Schnitt mit CH(y) in Syl2(CH (y)). Bezeichnediese mit X , die andere mit Y . Die oben beschriebenen Eigenschaften von y;X; Y;R und g sindinvariant unter Konjugation mit Elementen aus CH (y), also kann CY (y) � X angenommen werden.Insbesondere gilt 
1(Z(Y )) = Z(Y ) � X .Wegen der unterschiedlichen Operation von y auf A(R) und A(Rg) ist(3) A(R) \A(Rg) = ;:Existiert ein A 2 A(X) mit Z(Y ) � A, so folgt A � Y aus (Z). Dies ist ein Widerspruch zu (3). Alsoist



7 EIN SPEZIALFALL 35(4) Z(Y ) 6� J(X):Setze X1 := CX (A(X)), d.h. X1 ist das eindeutig bestimmte Konjugierte von T in X . Wir betrachtenzun�achst den Fall Z(Y ) 6� X1:Durch geeignete Wahl von y k�onnen wir y 2 Z(Rg) annehmen, also Rg 2 Syl2(CH(y)) und CJ(R)(y) �Rg. Betrachte zuerst den Fall D := Z0 \ Zg0 6= 1. Setze C := CH(D). Sei x 2 H mit R1 := Rx \ C 2Syl2(C) und V := h
1(Z(R1))Ci. Nach 2.16 und 2.17 ist V ein elementarabelscher Normalteiler vonC. Wegen hyiJ(R) � C ist V � Z0, also V = D. Aus 
1(Z(Rx)) � V folgt 2{Abgeschlossenheit vonC, also J(R) = J(Rg) im Widerspruch zu (3). Damit gilt insbesondere(�) CZ0(y) \ Zg0 = 1:Da y quadratisch auf Z0 operiert, ist jCZ0(y)j � pq > 2 oder q = 4. Im ersten Fall ist n � 4 wegen(�), und eine Involution y0 2 Z(R) n J(Rg) | vgl. (4) | ist wegen der Transitivit�at von H aufInv(Z0) konjugiert zu einer Involution aus T g n J(T g), d.h. es existiert ein h 2 H mit y 2 T h n J(T h).Nach Konjugation in CH(y0) k�onnen wir CRh(y0) � R annehmen. y0 operiert quadratisch auf denElementen von A(Rh), also besitzt C := CJ(Rh)(y0) zwei normale elementarabelsche Untergruppender Ordnung 2n. Der Fall n > 2 liefert sofort C � J(R) und damit Z(Rh) � Z0, und aus (Z) folgtder Widerspruch J(R) = J(Rh). Sei also n = 2 und D8 ' C 6� J(R). Aus der Struktur von R folgtZh = Z(C) � J(R). Wegen (Z) ist A(R) \A(Rh) 6= ; im Widerspruch zur Operation von y0 auf denElementen von A(R) und A(Rh).Also k�onnen wir q = 4 und jCZ0(y)j = 2 annehmen. Setze 
 := fr�1ry jr 2 J(R)g und R :=R=Z0. Dann ist 
 � CJ(R)(y) und jCJ(R)(y)j = 4, also j
j � 24. Aus j
j = jJ(R) : CJ(R)(y)j folgtjCJ(R)(y) � 4j. Insbesondere existiert ein x 2 CJ(R)(y) mit o(x) = 4 und hx2i = Z. Wegen x 2 Rgfolgt Z � hz2jz 2 Rgi � J(Rg) im Widerspruch zu (4). Damit gilt(5) Z(Y ) � X1.Sei A 2 A(X) mit Z(Y ) \ J(X) � A. Setze A1 := CA(Z(Y )) und A2 := Z(Y )A1. Dann ist jA1j = 2nund jA2j = 2n+1. Ist Z(Y ) = hy0i f�ur ein y0 2 Y , so folgt f�ur (y0; X; Y ) anstelle von (y0; Rh; R)analog zu oben ein Widerspruch. Also ist jZ(Y )j � 4. A1 = 
1(CJ(X)(Z(Y ))) ist y{invariant, wegenA1 6� Z(J(X)) ist A durch A1 eindeutig bestimmt und damit ebenfalls y{invariant, also X = Rg. A2ist y{invariant, also A2 6� J(R). Aus Z(X) � T folgt wie oben Y = Rg. Also existiert y0 2 Z(Rg) nT .In bezug auf y0 statt y haben X und Y genau die entgegengesetzten Rollen und es ergibt sich einWiderspruch zu (5). Also ist(6) T = R.Angenommen, es w�are R > J(R). Dann ist R ein semidirektes Produkt einer zyklischen Gruppehzi 6= 1 auf dem Normalteiler J(R). Wiederum mit Verlagerungstheorie folgt, da� z konjugiert istzu einem Element aus hz2iJ(R). Also ist z0 := z 12 o(z) konjugiert zu einem Element aus J(R), d.h. esexistiert ein g 2 H mit z0 2 J(Rg). O. B. d. A. k�onnen wir Rg\CH (z0) 2 Syl2(CH (z0)) annehmen undnach Konjugation in CH(z0) auch CR(z0) � Rg. Hieraus folgt f�ur (z0; R;Rg) anstelle von (y0; Rh; R)wie oben ein Widerspruch.Damit zerf�allt T �uber V , also auch M nach dem Satz von Gasch�utz.Wie in [KS] folgt:



7 EIN SPEZIALFALL 367.2 Satz: Sei G eine Gruppe gerader Ordnung mit O2(G) = 1 = O20(G), in der (C) und (Z) gelten.Sei S 2 Syl2(G), Z := 
1(Z(S)), H := O2(G) und R := H \ S. Dann gilt einer der folgenden F�alle:(i) H besitzt eine stark eingebettete Untergruppe.(ii) Z ' Z2, Z � R, und Z ist schwach abgeschlossen in R bez�uglich H.(iii) 
1(R) = Z ' Z2 � Z2.(iv) H hat lokale Charakteristik 2, und es existieren zwei maximale 2{lokale Untergruppen L1; L2von H, die isomorph sind zum nat�urlichen semidirekten Produkt einer SL2(2n) enthaltendenUntergruppe der �L2(2n) auf einer elementarabelschen Gruppe der Ordnung 22n. Es gilt jL1 \L2j2 = jL1j2 = jL2j2 = 23n, im Fall n � 2 sogar Syl2(L1) � Syl2(H).
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