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1 Einleitung

In dieser Arbeit zeigen wir, wie eine bestimmte Klasse von Untergruppen, sogenannte J(T')—
Komponenten, zur Untersuchung der Struktur einer endlichen Gruppe eingesetzt werden koénnen.
Gemifl dem Ansatz, daBl ein grofler Teil der Information iiber eine Gruppe bereits in ihrer lokalen
Struktur enthalten ist, begniigen wir uns damit, Informationen iiber diese Untergruppen zu finden.

Wir orientieren uns dabei an [KS, Kapitel 12], wo folgendes Resultat erzielt wird:
Satz: Sei G eine endliche Gruppe der lokalen Charakteristik 2 mit O2(G) = 1. Gelte
(N)  Jede 2-lokale Untergruppe von G ist auflosbar und

(2) Ca((Z(9))) < Na(S) fir S € Syb(G).

Dann existiert eine stark eingebettete Untergruppe von G, oder es existieren zwei mazimale 2—lokale
Untergruppen Ly und Ly von O*(G) mit Ly ~ Ly ~ Sy und Ly N Ly € Syl L.

Beachte, daf} die Gruppen mit einer stark eingebetteten Untergruppe von Bender bestimmt wurden
(sieche [Be]). Der Satz bestimmt die untersuchte Klasse von Gruppen also bis auf eine eingehendere
Analyse der erzielten lokalen Information.

Aufgrund der Voraussetzung (N) sind alle dabei auftretenden J(7)-Komponenten auflésbar. Wir
mochten nun zeigen, dafl auch nichtauflésbare J(T')-Komponenten in dhnlich guter Weise einsetzbar
sind. Ferner sind die meisten unserer Argumente nicht davon abhéngig, daf3 die spezielle Primzahl 2
betrachtet wird. Daher fixieren wir eine Primzahl p und ersetzen die Voraussetzung (N) durch die
schwichere Bedingung

(C) fiir alle Elemente ¢ der Ordnung p ist C(t) auflosbar.

Im dritten und vierten Kapitel gelingt es uns, die Struktur gewisser J(7T")-Komponenten zu beschrei-
ben: Modulo dem grofiten p-Normalteiler sind sie isomorph zur 2—dimensionalen speziellen linearen
Gruppe iiber einem Korper der Michtigkeit p™ fiir ein n € N.

Mit diesem Wissen untersuchen wir die p—lokale Struktur der betrachteten Gruppe. Fiir den Fall p = 2
zeigen wir als direkte Verallgemeinerung von oben

Satz: Sei G eine endliche Gruppe der lokalen Charakteristik 2 mit O2(G) = 1. Gelte (C) und (Z).

Dann existiert eine stark eingebettete Untergruppe von G, oder es existieren zwei mazimale 2—lokale
Untergruppen Ly und Lo von O?(G), die isomorph sind zum natirlichen semidirekten Produkt einer
SL2(2™) enthaltenden Untergruppe der T'L2(2™) auf einer elementarabelschen Gruppe der Ordnung
22" Es gilt |L1 N Lala = |Li|2 = |Lala = 2%", im Fall n > 2 sogar Syl,(L1) C Syl,(H).

Fiir p # 2 gelten dhnliche Aussagen. Die Ergebnisse lassen sich jedoch nicht ganz so einfach formulieren,
so daB} ihre Darstellung den Rahmen dieser Einleitung sprengen wiirde. Der interessierte Leser sei auf
Kapitel 6 verwiesen.
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Im Fall p = 2 kénnen wir auf die Ergebnisse zuriickgreifen, die in [KS] mit Hilfe der Signalisatorfunk-
tortheorie gewonnen wurden, und erhalten

Satz: Sei G eine Gruppe gerader Ordnung mit O2(G) = 1 = O (G), in der (C) und (Z) gelten. Sei
S € Syl (@), Z:= N (Z(S)), H := 0*(G) und R:= HN S. Dann gilt einer der folgenden Fille:

(i) H besitzt eine stark eingebettete Untergruppe.
(i1)) Z ~ Zs, Z < R, und Z ist schwach abgeschlossen in R beziiglich H.
(iii)) Q1 (R) = Z ~ Zs X Zs.

(iv) H hat lokale Charakteristik 2, und es existieren zwei mazimale 2-lokale Untergruppen Lq, Lo
von H, die isomorph sind zum natirlichen semidirekten Produkt einer SL2(2™) enthaltenden
Untergruppe der T'Ly(2™) auf einer elementarabelschen Gruppe der Ordnung 2°". Es gilt |L; N
Ly|z = |L1]a = |Lal2 = 23", im Fall n > 2 sogar Syl,(L1) C Syl,(H).

Fiir die Fille (i) bis (iii) liegen bereits starke Sitze vor (eine ausfiihrliche Darstellung findet sich
ebenfalls in [KS]). Wir haben das Problem also wieder reduziert auf die Analyse der lokalen Information
von Fall (iv).

Prof. Stellmacher mochte ich ganz herzlich danken fiir die interessante Aufgabenstellung und die gute
Betreuung. Es war faszinierend zu sehen, wie er fiir alle meine Fragen und Probleme in Sekunden-
schnelle eine Losung fand.



2 HILFSSATZE UND ZITATE 3

2 Hilfssatze und Zitate

In diesem Kapitel stellen wir einige Aussagen zusammen, die wir spéter benttigen werden. Teils sind
es Zitate, teils technische Lemmata, die wir lieber auflerhalb des eigentlichen Beweises zeigen.

2.1 Satz (Glauberman): Sei G eine endliche Gruppe mit O,(G) = 1, die treu auf einer abelschen
p—Gruppe V operiert, so dafi Cv (G) = 1 gilt. Sei M eine mazimale Untergruppe von G und1 # A < M
mit p" = |A| > |V : Cv(A)], [V, A, Al =1 und G = (A, A9) fir alle g € G\ M.

Dann ist G isomorph zu SLa(p™) und V ist natirlicher Modul zu G (d.h. V ~ GF(p™)? und G operiert
als SL2(p™) auf V).

Beweis: [G]. |

2.2 Hilfssatz: Sei H eine endliche Gruppe und A eine p—Untergruppe von H. Sei h € H derart,
daf X = (A, A") keine p—Gruppe und minimal (beziiglich Inklusion) mit dieser Eigenschaft ist. Sei
Ty € Syl (X) mit A < Ty. Dann gilt

(i) M := Nx((AY|y € H, AY < Ty)) ist eine mazimale Untergruppe von X .
(i1) Firz e X\ M ist (A, A") = X.
(iii) Ist N 9 X, so gilt X = AN, falls N £ M, und N ist p—abgeschlossen, falls N < M.

Beweis: Fiir eine Untergruppe U von H setze X' (U) := {AY|y € H,AY < U} und X(U) := (X(U)).
Dann ist M = Ny (X (Tp)).

Da AL Op(X)ist M < X.Sei M < Xy < X.Seiz e Xpund B € X(Tp). Dann ist (B, B") < X
wegen der Minimalitit von X eine p-Gruppe, also (B¥?) < 0,(Xp) nach dem Satz von Baer und somit
(X(To)*0) < X(0p(Xo)) < X(Tp), d.h. Xo = M. Dies zeigt (i) und X (M) = X(Tp), da Ty € Syl (M).

Sei x € X \ M. Angenommen, (A4, A®) # X. Dann ist (A, A*) eine p—Gruppe, liegt also in einer
p—-Sylowgruppe 7§, g € X. Die Voraussetzungen sind invariant unter Konjugation mit Elementen aus
H, daher kann MY # M angenommen werden (anstatt M* # MY).

Beachte A < X(M N M%) < X(M)NX(M9) < TyNT§. Sei o. B. d. A. g derart, daf die Ordnung
von X (M N M9) maximal ist. Sei Ty := Np, (X (M N M9)).

Ist X(Th) = X(M N M?3),soist X(MNM) < Nr,(Th), also N, (Th) = Ty = Tp, also X (M N M9) =
X(To) und X (M N M9) = X(T), also M = M9 im Widerspruch zu oben.

Also ist X (T1) > X(M N M9) und es existiert 4; € X(T1) \ X(MY9). Analog findet man ein Ay €
X (Npg (X (M N M)\ X(M). Ist Y := (A1, A2) keine p-Gruppe, so folgt X =Y und A < X(M N
M?9) < O0p(X) im Widerspruch zur Konstruktion von X. Also ist ¥ eine p—Gruppe und es existiert
ein h € X mit YX(MNMY) <TE Wegen X(MNMY) < X(YX(MNMI) < MNM"ist M = M".
Analog folgt M" = M9, also der Widerspruch M = M. Dies ist (ii).

Sei N 4 X. Ist N £ M, so folgt X = AN aus (ii). Sei also N < M. Dann ist X = Nx(Tpo N N)N,
also Nx(To N N) £ M, also Ty N N normal in (4, Nx(To N N)) = X. |
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2.3 ,,General Nonsense*“: Im Beweis von 2.2 (ii) tritt folgendes Prinzip auf:

Sei G nilpotent, X : L(G) — L(G) und < eine Ordnungsrelation auf X (L(G)) derart, daff X monoton
und G—charakteristisch ist, d.h. fir U <V < G gilt X(U) 2 X(V) und Ng(U) < Ng(X(U)). Dann
gilt X(U) < X(Ng(X(U))) oder X(U) = X(Q) fir alle U < G.

Beweis: Sei U < G mit X(U) = X(Ng(X(U))). Dann ist Ng(Ng(X(U))) < Ng(X(U)), da X

charakteristisch, also Ng(X (U)) = G und damit X (U) = X(G). |

In 2.2 wird dieses mit der Untergruppenrelation als < durchgefiihrt, in 6.2 geschieht dies mit X = J
und der Thompson-Ordnung als <. (X, <) = (id(g), <) zeigt, dafl dieser Sachverhalt eine natiirliche
Verallgemeinerung der bekannten Aussage iiber nilpotente Gruppen ist.

Operation von Aut (SLy(q))

Wir benétigen einige Aussagen dariiber, wie ein semidirektes Produkt von Automorphismen der
SLy(q) mit der SLa(g) auf dem natiirlichen Modul operiert.

@ Z >‘a,b,c,d€K,ad—bc: 1}7T€Aut (G)\Inn(G)

und (7)G operiere auf V := K x K derart, da} G durch Rechtsmultiplikation auf V' operiert.

Sei K ein Korper, |K| =p" =:¢q, G :=

2.4 Lemma: Dann existieren 0 € Aut K und v € K*(:= K \ {0}), so daf8 7 unter G konjugiert ist
zu
. fa b ac v i(bo)
T,,J.G—}G,(C d)'_)<y(ca) do )

Beweis: Nach [Hua] existieren P € GL>(q) und o € Aut K mit 7: G = G; A — P 1A7P. Wegen
GLy(q) =~ { ( I(/) (1) > Ve K*} G folgt die Behauptung. [ |

2.5 Lemma: Sei 7 = 7,, wie in Lemma 2.4. Dann existiert ein X € K so, daff T auf V die
Abbildung (z,y) — A(v(zo),yo) induziert.

—1
Beweis: Es gilt ((0,1))x7 = Cy << (1) 1 )) T=Cy (( (1) 1/1 )) = ((0,1))k. Sei A € K mit
(0,1)7 = A(0,1). Sei p € K. Dann gilt

(0, p)r = <(o,1) < “(;1 2 )) = A(0,1) ( “;“ MOU ) — A0, o).

4

_ ~1
Mit (u,0)T = ((0,/1) ( 2 01 >> 7 = X0, uo) < 2 0 > = A(v(uo),0) folgt die Behauptung.
|

2.6 Lemma: Sei die Ordnung von 7 durch p teilbar. Dann zentriert T keinen eindimensionalen
Teilraum von V.
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Beweis: Wegen Lemma 2.4 kénnen wir annehmen, dafi 7 = 7, , (wie dort definiert) ist. Da |GL2(q) :
G| nicht durch p teilbar ist, gilt o # 1.

Kenntnis von Aut K liefert ein ¢ € {1,...,0(0) — 1} mit 0 : K — K;k — k/5I”"”  Die Abbildung
K* = K*;k — k 1(ko) ist ein Gruppenhomomorphismus mit Fix(c) \ {0} als Kern. Fiir & € K*
gibt es daher hochstens |Fix(o)| = °4/|K| Losungen der Gleichung k(z0) = z in K (Hauptsatz der
Galoistheorie). Die Behauptung folgt damit aus Lemma 2.5. |

2.7 Lemma: Ist o(T) = p, so zentralisiert T keine p—Sylowgruppe von G.

Beweis: Angenommen, es existiert 7' € Syl (G) mit [7,T] = 1. Dann wird auch Ng(T')/Cq(T) von
T zentralisiert. Im Fall p = 2 ist Cq(T) =T, sonst |C(T) : T| = 2. Da 1 teilerfremd auf Ng(T') : T
operiert, folgt 7 € C(Ng(T)/T) auch fiir p # 2. Ng(T)/T ist transitiv auf Cy(7T)# und 7 hat
nichttriviale Fixpunkte in Cy(T'), also [Cv (T"), 7] = 1 im Widerspruch zu Lemma 2.6. |

2.8 Lemma: Ist o(1) = 2 # p, so zentralisiert T keine p—Sylowgruppe von G.

Beweis: Nach 2.4 ist 7 konjugiert zu T.id fiir ein p € K*. Cqg (Tu7id) enthilt keine p-Sylowgruppe
von G. |

2.9 Hilfssatz: Seip =2 und S € Syl,(G). Sei S < U < G. Dann existiert ein Transversal von U
in G, (d. h. eine Menge T C G mit TU = G und |T||U| = |G|,) das keine Elemente gerader Ordnung
enthdlt.

Beweis: Es geniigt, die Behauptung fiir U = S zu zeigen, da jedes Transversal von S eines von U
als Teilmenge enthilt. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann existiert ein g € G, so daf}
die Nebenklasse Sg nur Elemente gerader Ordnung enthélt. Wegen G ~ SL,(2") sind dies alles
Involutionen, und wegen (sg)(tg) = (sg)(tg) ! = st = ts = (tg)(sg) fiir alle s,t € S kommutieren sie
paarweise. Damit ist (Sg) eine elementarabelsche 2-Untergruppe von G mit echt grofierer Ordnung
als S, ein Widerspruch. |

Quadratische Operation

Ein wichtiges Werkzeug der Untersuchung wird quadratische Operation sein. Wir stellen hier das
Notwendige zusammen:

Sei V eine elementarabelsche p—Gruppe, auf der eine Gruppe G operiert. Wir nennen diese Operation
quadratisch, wenn
V.G,G] =1

gilt. Dann ist auch G := G/Cg(V) eine elementarabelsche p-Gruppe ([KS, 9.1.1]).
Sei A < G. Eine wichtige ,,KKennzahl® ist
tv(4) == [A]|Cv (4)].

Setze
Av(G) = {A<G|VB< A:ty(B) <ty(A) und A ist abelsche p-Gruppe}.

t
Eine einfache Rechnung ([KS, 9.2.9]) zeigt A(G) C Ay (G), falls V' < G und G durch Konjugation auf
V operiert. Ferner gilt
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2.10 Bemerkung: Sei N 4G, N < Cy(G) und G := G/N. Dann ist A‘//\(/G) = Av(G).

Beweis: Sei B < A € Ay (G). Dann gilt

[BANN)||Cv(B(ANN))| _ [A]|Cv(4)]

tv(B) = |Bl|Cv (B)] = AN <

= |A||Cv (A)] = tv(A).

Sei umgekehrt A < G mit A € Ay(G) und B < AN. Dann gilt
tv(B) = |B||Cv(B)|| < |BNI|Cv(BN)| = tv(B)|N| < tv(A)|N| = tv(AN),

also AN € Ay (G). |

Der folgende Satz ist als , Timmesfeld Replacement Theorem* bekannt (siehe [KS, 9.2.3 und 9.2.10]):
2.11 Satz: Die Gruppe G operiere auf der elementarabelschen p—Gruppe V. Sei A € Ay (G) und
U <V. Dann gilt

Ca([U,A]) € Av(G) und Cv(Ca([U,A])) = [U,A]Cv (A).

Gilt [V, Al # 1, so auch [V,Ca([U, A])] # 1.
Ist V 4G, A€ AG) und Ao := Cu([V, AD[V, A], so gilt

(i) Ao € A(G).

(11) Ao operiert quadratisch auf V.

(iii) Ist [V, Al # 1, so auch [V, Ag] # 1.

(iv) [A/Ca([V, A])| = |Cv (A0)/Cv (A)|.

2.12 Lemma: Sei G # 1 eine Gruppe mit Cq(Op (G)) < Op (GQ), die treu auf der elementarabel-
schen p—Gruppe V operiert. Sei A € Ay (G). Dann gilt

(i) Al = |V/Cv(A)].

(ii) Es existieren Ay,...,Ar € Ay (G) mit A=A; x ... x Ay und |4;| =p firi e {1,...,k}.

Beweis: [KS, 9.3.2] — beachte, daf die im ganzen Abschnitt giiltige Voraussetzung Ss hier noch nicht
benotigt wird. |

Hieraus 1483t sich die folgende Aussage herleiten, die Kern der Charakterisierung der p—separablen,
nicht Thompson-faktorisierbaren Gruppen ist:

2.13 Satz (Glauberman): Sei G # 1 eine endliche Gruppe, die treu auf der elementarabelschen p—
Gruppe V operiert. Es gelte Cq(Op (G)) < Op (G) und G = (Av(Q)). Dann ezistieren Ey, ..., E, <
G, so daf$ gilt

(i) p € {2,3}.
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(ii)) G=Ey x...x Ey und V= Cy(G) x [V, E1] x ... x [V, E,].
(iii) |[V, E;]| = p*> und E; = SL([V, E;)) fiiri € {1,...,r}.

Beweis: [KS, 9.3.7]. |

2.14 Lemma: Sei G auflosbar und V ein elementarabelscher p—Normalteiler von G mit
0,(G/Ca(V)) = 1. Dann gilt [0 (Z(J(Ca(V)))), J(G)] < V.

Beweis: [KS, 9.3.9]. |

2.15 Satz (Aschbacher—Timmesfeld): Die Gruppe G mit O,(G) = 1 operiere treu auf der
elementarabelschen p—Gruppe V. Dann normalisieren die Elemente von Ay (G) die Komponenten von

G.

Beweis: [PGV] |

Lokale Charakteristik

Eine Gruppe G habe Charakteristik p, falls C¢(0,(G)) < Op(G) gilt. G habe lokale Charakte-
ristik p, falls alle p—lokalen Untergruppen (d. h. Gruppen der Gestalt Ng(Q) fiir eine p—Gruppe
@ # 1) von G Charakteristik p besitzen.

2.16 Bemerkung: G habe Charakteristik p. Sei N << G. Dann hat N Charakteristik p. Insbeson-
dere haben die Zentralisatoren nichttrivialer p—Gruppen Charakteristik p, falls G lokale Charakteristik
p besitzt.

2.17 Lemma: Sei V ein elementarabelsche p—Normalteiler von G' mit V = (Cv (S)|S € Syl,(G)).
Dann ist O,(G/Cq(V')) = 1. Die Voraussetzungen sind insbesondere erfiillt, wenn G Charakteristik p
besitzt und V = (Q1(Z(5))|S € Syl,(G)) ist.

Beweis: [KS, 9.2.6 und 9.2.7]. |
SchlieBllich rechnet schnell nach:

2.18 Hilfssatz: Sein € N und D C S,, eine Konjugiertenklasse von Involutionen mit
(¥) Vd,e€ D :o(de) € {1,2,3}.
Dann ist D = (12)5» oder n = 4 und D = (12)(34)%* oder n = 6 und D = (12)(34)(56)%¢.

Beweis: Bekanntermaflen sind zwei Elemente der S,, genau dann konjugiert, wenn sie denselben
Zykeltyp besitzen.

Sei D # (12)». Dann existiert m € N> mit 2 := [/~ (2i —12i) € D. Es gilt 2m = n, da andernfalls
y=I[[,(2i 2i+1) e Distund zy = (1 3 ... 2m+12m 2m —2 ... 2) Ordnung 2m + 1 hat. Auch
z:= (1 2m) H;i;l(Qz 2i4+1) liegt in D, und zz=(13 ... 2m —1)(2m 2m —2 ... 2) hat Ordnung
m. Wegen (%) ist n = 4 oder n = 6 und D wie behauptet. |
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2.19 Bemerkung: (Z) ist gleichwertig zu Ng(Z) C Ng(S).

Beweis: Gelte (Z). Dann liefert das Frattini-Argument Ng(Z) = Ng(S)Ca(Z) C Ng(S).
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3 Eine zentrale Situation

Generalvoraussetzung: Von nun an sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Sei O,(G) = 1,
1 # S € Syl,(G) und Z := Q;(Z(S)). Es gelte
(C) fiir alle Elemente ¢ der Ordnung p ist C(t) auflosbar und

(Z2) Ca(tu(Z(9))) < Na(S) fir S € Syl (G).

3.1 Situation: Die folgende Situation spielt im spdteren Teil der Arbeit eine zentrale Rolle:

L < @G
T:=SNL € Syl(L)
J=JT) £ 0y(L)
Z < 0,D)
Vo= (Zh (< 2(Z0,(L))
C = Cr(V)
L = LJC.

Konvention: Im folgenden arbeiten wir iiberwiegend in der Faktorgruppe L = L/Cr (V). Unter-
gruppen von L bezeichnen wir durchgehend mit Querstrich-Buchstaben (bspw. X). Soweit keine
Miflverstandnisse zu befiirchten sind, soll dann mit X das volle Urbild von X in L bezeichnet sein.

3.2 Bemerkung: Sei L <G, T =SNL e Syl,(L) und J(T) £ Op(L). Hat G lokale Charakteristik
p und ist L eine p-lokale Untergruppe von G, so erfillt (L,T) die Situation 3.1.

Beweis: Sei L = Ng(Q) fiir eine nichttriviale p-Gruppe Q. Dann ist Ce (O, (L))

< Ca(@Q) < Na(Q)
L, also Ca(0y(L)) = CL(0p(L)) < Op(L). Ca(0y(L)) < Oy(L) liefert Z < Oy(L).

Die Analyse von Situation 3.1 in folgenden Satz liefert zwei unterschiedliche Fille, abhéngig da-
von, ob J(L) auflosbar ist oder nicht. Der eine Fall wird im néchsten Kapitel nichtauflésbare J(T')—
Komponenten liefern, aus dem anderen gewinnen wir im darauffolgenden Kapitel auflosbare J(T')—
Komponenten.

3.3 Satz: In der Situation 3.1 gilt entweder

(i) J(L) ist auflésbar und wie in 2.18 beschrieben, oder

(ii) J(L) ist nicht auflosbar, und es existiert genau ein K € Comp(L) mit |

K,J) # 1. Es gilt
J(L) = [K,J] = K ~ SLy(p") und V natiirlicher Modul zu K. Fiir alle B € A(T) \ A(O,(L))
gilt B € Syl,(K). Ferner ist A(Op(L)) C A(T), V = 0 (Z(0p(L))) = Q1 (Z(J(0p(L)))) und
[V : 0 (Z(J(T)))| = p".

Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall, daf fiir alle K € Comp(L) gilt [K,.J] = 1.

J operiert treu auf F*(L), da C5(F*(L)) < O,(Z(F*(L))) = 1, also auch auf F(L). Insbesondere

gilt fiir 1 # A € A(T), H := AF(L) schon Cz(0y (H)) = C(F(L)) < F(L) = Oy (H). Also folgt

aus 2.12, dafl A von Elementen erzeugt wird, die Transvektionen auf V' induzieren. Also ist J(L) von

Transvektionen erzeugt; bezeichne mit 7 die Menge aller z mit T € J(L), die eine Transvektion auf
V' induzieren.
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Seil=Vy < Vi <...<V, =1V eine J(L)-invariante Kette, so da} V;/V;41 ein irreduzibler J(L)—
Modul ist fiir ¢ € {1,...,r}. Fiir t € T existiert hochstens ein ¢ € {1,...,7} mit [V;/Vit1,t] # 1,
also genau eines, denn fiir D := ﬂiE{l,---ﬂ"} Cy(r)(Vi/Vigr) gilt D < Op(J(L)) =1, also D < C. Setze
E; = (t S T|[V2/V}+1,t] # 1>,i S {1,...,7‘}. Fir 4,7 € {].,...,T‘},i # j gilt EiﬂEJ‘ <D <,

E; 4 J(L) und J(L) = (Eili € {1,...,r}), also J(L) = Ey x ... x E,. Nach Voraussetzung ist
Comp(J(L)) = B, also folgt mit [L1, L2] E; ~ SLs(2) oder E; ~ SL»(3) fiir alle i € {1,...,r}. Damit

ist J(L) auflésbar und die Behauptung folgt aus 2.13.

existiert mit [7,_?] # 1. Nach Satz 2.15 normalisiert
) oder [K,J] = K. Im ersten Fall folgt [J,K,K] =1
[

Also konnen wir annehmen, daf K ~ € Comp(L)
J die Komponente K. Damit gilt [K,J] < Z(K

und mit dem 3-Untergruppen-Lemma [K, J]

o
K,K,J] =1. Daher gilt

1) [K,J =K
Setze H := KJ, U := (ZH) und H := H/C7(U). Nach Definition von U und 2.17 ist
(2) Op(H) =1
Setze
My = {Ae MyVB e My : ty(4) > ty(B)} und
M, = {Ae My|VBe M, :|A <|B|}.

Fiir die Definition von ty(A) siche Kapitel 2. J(T) operiert nichttrivial auf U (sonst wére auch
H = (J(T)®) trivial auf U im Widerspruch zu (C)), also existiert ein A € A(T) mit [U, A] # 1. Nach
Ergebnissen von Timmesfeld (2.11) operiert C4([U, A]) nichttrivial (und offenbar quadratisch) auf U.
Also My # 0, und damit auch M; # 0 und

(3) My # 0.
Ferner gilt wegen C4([U, A)[U, A] € A(T) C Ay (T)
(4) My C Ay (H).

Sei A € M. Wegen OP(FI) = 1 existieren h, X und M entsprechend Hilfssatz 2.2. Nach Konjugation
in H kann A <T'NX € Syl,(X) angenommen werden. Es gilt

(5) Z < Cp(0p(X)) =2 W.

Sei N := Cz(W) und X := X/N. Sei |4 = pm.

(i) Dann ist N < M, und damit A # 1: Andernfalls ist X = AN, also X < (T,Cx(W)) < Cp(Z) <
Ng(T) p-abgeschlossen, ein Widerspruch zu X = (A, A").

(ii) Es ist O,(X) = 1: Sei Y das volle Urbild von 0,(X) in X. Dann ist ¥ < (TNX)N < M. Nach
Hilfssatz 2.2 ist ¥ p-abgeschlossen. Wegen O,(X) < N ist 0,(X) = 1.
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(iii) Setze W := W/Cyw (OP(X)). Dann ist Cs. (OP(X)) = 1: Sei R < W mit R = C,(0?(X)). Dann
ist [R,0P(X),07(X)] =1, also [R,0?(X)] = 1 und damit R = 1.

(iv) Es gilt | A| > |W/C(A)]: Da A € My ist |A||Crr(A)] = ty(A) > tU(JmAKr) = |ANN||Cy(ANN)],
also |A| > |Cy(ANN)/Cy(A)| > |Cw (AN N)/Cw (A)] = [W/Cw (A)| > [W/Cg (A)].

(v) X operiert treu auf W:Sei # € Cy ( ) elnp Element Dann ist [W,a“:] = 1und [Cw (0P(X)), %] =
1, also [W,#] =1, d. h. = 1. Damit ist C'y W ) < 0,(X) =1.

Mit (i) bis (v) sowie Hilfssatz 2.2 erfiillen X und W die Voraussetzungen von Satz 2.1. Also ist
(6) X ~ SLy(p").

Ist p" ¢ {2,3}, so ist X nicht auflésbar, also Cyy (0P (X)) = 1. Andernfalls ist Op()u() O, (X), also
W = Cw(0P(X)) x [W,07(X)]. In beiden Féllen existiert mit W bzw. [W, OP(X ()] ein X-Teilmodul
von U, der natiirlicher Modul zu X ist.

Sei Wy < U dieser natiirliche X-Modul. Es gilt |Cw, (AN ]\Nf)| = [Wo| = p?" und |C’W0( ) = p”
Damit ist ¢ty (A ﬁN) |Aﬁ N||CU(Am N)| > p*”|A|p |Cu(A)] = ty(A). Wire AN N # 1, so wiire
ANN e M; und |AN N| < |A] im Widerspruch zu A € M.

N ist nach Hilfssatz 2.2 p-abgeschlossen, also ist

Der nichtauflosbare Fall

In diesem Abschnitt sei X nicht auflosbar, also ist p” ¢ {2,3} und W der natiirliche Modul zu X.

U/Cy(A)] < |A], da A € AU( H). Damit ist |U : Cy(A)| = p™. Da X
CU(Zh) = 1 und somit |U| = p*", d.h.

Es gilt |A| = |[W/Cw (A

)| <
nicht auflosbar, ist CU(Z) N

(8) U = W ist natiirlicher Modul zu X ~ SLs(p").

Sei Ty € Sylp(fI ) mit A < Ty. Wir wollen zeigen, dafl dann kein weiteres Konjugiertes von A unter T,
liegt.

Angenommen, es existiert § € H mit A # A < Tp. Ist A 4 Ty, s0seio. B.d A §e Nz (N%0 (A)).
Damit ist [Z, ;fgv] < An e Analog erreicht man dies im Fall e b To, also kann [/T, ;fgv] < An A9

angenominen werden.

Sei v € C’U(Ag) Angenommen, v ¢ Cpr(A). Dann ist Cpr(A) = [v, A] < [CU(Z;),A] < C’U(ng), also
folgt aus Michtigkeitsgriinden der Widerspruch Cy (A 4) = Cu(A9).

Damlt operiert Ao quadratisch auf U, und aus A € M; folgt |AA9| < |A| also der Widerspruch
A9 = A. Somit gilt

(9) Jede Sylowgruppe von H enthilt nur ein Konjugiertes von A.
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Da X nicht auflésbar, ist X < Op(fI) — K. Angenommen, es existiert § € H mit B := yel Z X. Es
ist U=U>5 CU(A’;)7 also existiert ein 7 € X mit CU(/T”Z) NCy(B) # 1. Nach (9) ist X := (A”” B)
keine p—Gruppe, also existiert nach Hilfssatz 2.2 und analog zu (6 ) ein X; < Xp mit X; ~ SLs(p™),
das transitiv auf U operiert. Ein Widerspruch, da Cy (X;) > CU(A””) NCy(B) # 1.

Alsoist 1 £ X = <g§> <J K, also
(10) X = K.

Da K von J normalisiert wird, ist CJ(IN() < O,(H) =1, also J treu auf K.

Angenommen, es ist J £ K.Sei B e = A(T)\ A(K) und = € B mit T ¢ K. Die p-Sylowgruppen von
Out K sind zyklisch, also gilt |[BK : K| = p. Nach Lemma 2.6 ist |Cy(B)| < |Cy(%)| < p"~2. Cr(U)
ist p—abgeschlossen nach (Z), also gilt

(¥) |BK : K||BnK|(BNO,(H)):U||Cy(B)| = |B| > |(BNO,(H)U| = (BN O,(H)) : U||U],

und damit BN K # 1. C’U(E N K) ist ein eindimensionaler GF (p™)—Teilraum von U, mit Lemma
2.6 ist |Cy(B)| < p"! und aus (x) folgt BNK € Sylp(l?) im Widerspruch zu Lemma 2.7. Also ist
J<K.

Sei B € A(T) \ A(O,(H)). Dann gilt in (%) Gleichheit, es folgt A(O,(H)) C A(T) und B €
Sylp(f(). Aus ersterem folgt Q1 (Z(J(T))) < Q(Z(J(Op(H)))), aus (x) folgt | (Z(J(Op(H)))) :
1 (Z(J(0p(H))))NB| = p™. Seil € H mit X := (B, B') nicht auflésbar. Dann ist |2 (Z(J(O,(H ))))
Coy (210, (1)) (X)] < p°", also M (Z(J(0p(H)))) = U wegen (C). Aus V' < 0(Z(0p(H))) <
0 (Z(J(Op(H )))) folgt U =V, also inshesondere J < K und V ist natiirlicher Modul zu K. Sei K;
eine weitere Komponente von L mit [J, K| # 1. Dann ist ebenfalls J € Syl (K1) und K1 ~ SLy(p"),
also K1 = K.

Es gilt K = [K,J] < (7K) < J(L), aus J < K folgt K = J(L). Dies zeigt die Behauptung im
nichtauflosbaren Fall.

Der Transvektionen—Fall

In diesem Abschnitt ist p™ € {2,3}, d.h. |A| = |U/Cy(A)| = p. Also induziert A = (@) eine Transvek-
tion auf U. Setze ¥ := (A7). Dann gilt

(11) K<Y :

Andernfalls ist Y N K < Z(IN()7 also [17, K, IN(] =1 und K' = K zentralisiert Y. Dies kann nicht sein,
A<Y,0P(H)=K und [4,0, (X)] # 1 gelten.

Sei W < U ein minimaler Y-Modul. Wegen (C) und (11) operiert Y nichttrivial auf W. Daher ist
1# Y, = (~h|[W~ ] #1) 4 Y. Sei N := Cs(W). N N'Y, zentralisiert U/W und W, also ist
NNYy <0,(Y)<Op(H)=1. Also ist ¥ = ¥y x N, und wegen (C) ist

(12) K <Yy und m := dim W > 2.
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Wir betrachten Yy als Untergruppe von SL(W). O. B. d. A. kénnen wir a € Yo und Sp:=SNY, €
Syl,(Yp) annehmen. Aus Op(Yp) = 1 und [L1, L2] folgt, dal einer der folgenden Félle gilt:

Wir zeigen, daf} alle diese Fille zu einem Widerspruch fiihren.

Sei zuerst Yy = SL(W) angenommen. Ist m > 4, so existiert eine zu SL,,_1 (p) isomorphe Untergruppe
von Yy, die einen eindimensionalen Teilraum von W zentralisiert. Wegen (C) ist m = 3 (der Fall m = 2
tritt nicht auf, da Yp nicht auflgsbar ist und p" € {2,3}).

Dann existiert eine Basis von W, beziiglich der a die Gestalt
110
010
0 0 1
hat und es gibt Elemente b,¢ € Y, mit Gestalt
1 0 0 1 00
01 1),/ 010
0 0 1 1 01

respektive. b und ¢ sind in Yy zu @ konjugiert. Es ist ¥ := (ZL’,E,E} nicht auflésbar und |U| = |U :
Cy(Y)| <3. Alsoist W =U.

Wegen Z < U ist Z entweder ein Punkt oder eine Gerade der zu U gehorigen projektiven Ebene. Die
Punkt- und Geradenstabilisatoren in der L3(p) enthalten eine zu La(p) isomorphe Untergruppe, also
ist Nz(Z) nicht p-abgeschlossen im Widerspruch zu (Z).

Sei Yy = Sp(W). Ist m > 6, so existiert in Yy eine zu Spm—2(2) isomorphe Untergruppe, die eine
hyperbolische Ebene in W zentralisiert. Widerspruch zu (C). Sei also m = 4. Ist p = 2, so ist Yy ~ S,
diesen Fall behandeln wir gesondert.

Sei also Yy ~ Sp4(3) und sei Z die zentrale Involution. Dann ist U = [U, ] x Cp(%). Es gilt W < [U, 7).
Yo zentralisiert [U,Z]/W, also ist [U,Z] = [U,%z,Z] < W. Damit ist Cy(Z) isomorph zu U/W als
Yo—Modul, also ist Cy(2) < Cy(Yp) =1 wegen (C), d.h. U =W.

Bezeichne mit (.,.) die zu U gehorige symplektische Bilinearform. Dann existieren vy, vs,vs3,v4 € U
derart, daB U = (v, v2) L (vs,v4) ist mit (v, v5) = (v3,v4) = 1 und Sy = {0 € Yo|Fa, b, ¢,d € GF(3) :
010 = 01,030 = dvy +v2+ (b—ac)vy —avy, v30 = avy +v3, V40 = buy +cvz+va}. Es gilt CU(§0) = (v1),
also Z = (v1). Damit ist C(Z) nicht 3-abgeschlossen, da SL({vs,v4)) < C%(Z)'

Sei also in den verbleibenden Fillen p = 2. Sei ¢ € {—1,+1} und Yy = SO*(W). Ist m > 6 und
v € W ein nichtsingulérer Vektor, dann operiert (Yp),y als Spm—2(2) auf vt/ (v) (vgl. [A, 22.5]), ein

Widerspruch zu (C). Ist m = 4, so Yy ~ SO, (2) ~ Ss, diesen Fall betrachten wir in den néchsten
Absétzen.
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Sei i € {1,2} und )70 ~ Spmti- Seio: 170 — Sm+i Isomorphismus.

Wir bestimmen zunéichst den Zykeltyp von ao: S,,4; ist transitiv auf der Menge aller Permutationen
vom Zykeltyp von ao, also sind die Urbilder dieser Permutationen Transvektionen. Das Produkt zweier
solcher Transvektionen hat Ordnung 1, 2 oder 3. Nach Hilfssatz 2.18 hat ao den Zykeltyp von (12) oder
es ist m + ¢ = 6 und ac hat den Typ von (12)(34)(56). Im zweiten Fall existiert ein Automorphismus
der Sg, der die Involutionen vom zweiten Typ auf die vom Typ von (12) abbildet. Also kénnen wir
annehmen, dafl ao den Zykeltyp von (12) besitzt.

Y; = ((i i+1)o )i € {1,...,4}) ist eine zu S5 isomorphe Untergruppe von Yo mit |W/C'W()71)| < 24
wegen (C) ist W =U und m = 4.

Im Fall i = 1ist Yo ~ S5. In Y, existiert eine Transvektion 7 mit Yy = (7, Sp). Daher ist Cy(Sp)
eindimensional, d.h. CU(§0) = 7. Sei @ die eindeutig bestimmte, zu Sy isomorphe Untergruppe von
Yo mit So < @ @ wird von drei Transvektionen erzeugt, also ist CU(@) eindimensional und damit
Q< Cy, (Z) im Widerspruch zu (Z2).

Sei daher i = 2. Wegen dim U = 4 gibt es hochstens 35 Konjugierte von Z in U (dies im Fall dim Z = 2).
Damit ist Ny (Z) > N%(SO) und daher Ng(Z) nicht 2-abgeschlossen (statt dem Abzihlargument

wire natiirlich auch ein Argument analog zum vorigen Absatz moglich gewesen). |
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4 Nichtauflosbare J(T)-Komponenten

In diesem Kapitel fithren wir den Begriff der nichtauflosbaren J(T')-Komponente ein, und zeigen,
wie man aus dem nichtauflésbaren Fall in Satz 3.3 solche gewinnt. Wir werden auch sehen, daf
gewisse nichtauflosbare J(T')-Komponenten wieder zu Situation 3.1 fithren, was ihre Struktur stark
einschrankt.

Sei T < @G eine p—Gruppe.
4.1 Definition: Sei K,(T) die Menge aller Untergruppen K von G mit

(i) K <9< [K, J(T)],
(it) 3Ty € Syl,((K, J(T))) : J(To) = J(T),
(iii) K = OP(K),

(iv) K/O,(K) ist quasieinfach und

(v) Op(K) £ Z(K).

Ein solches K heifle nichtauflisbare J(T')-Komponente von G, setze Wi = Q1 (Z(0p(K))).
4.2 Bemerkung: Sei K € K,,(T) und L := (K, J(T)). Dann gilt

(i) Op(K) # 1,

(i) K operiert nichttrivial auf allen K —invarianten p—Untergruppen von G, insbesondere ist Z(K)N
OP(K) = ]-;

(ii) L = J(L), insbesondere operiert J(T') nichttrivial auf allen p—Normalteilern von L,
(iv) K =[K,J(T)], d.h. K ist normal in L,

(v) K =0P(L).

(vi) Sei Q@ <G mit KJ(T) < Ng(Q) und Q < Ng(J(T)). Dann gilt Q < Ng(K).

Beweis: (i) folgt aus Def. 4.1 (v), (ii) ist eine triviale Konsequenz aus (C) und (v) folgt aus (iv).

Zu (iii): Wegen 4.1 (i) bzw. (ii) gilt K < [K,J(T)] < [K, J(L)] < J(L) und J(T) < J(L). Wird ein
p-Normalteiler N < L von J(T) zentralisiert, so auch von (J(T)*) = L im Widerspruch zu (ii).

Zu (iv): Sei Ty € Syl (L). Setze V = (1 (Z(To))NO,(L))*). Wegen K << List 1 # O,(K) < Op(L),
also V # 1. Mit L := L/Cr(V). Nach 2.17 ist O,(L) = 1, wegen O,(K) < 0,(Kp) < Cr(V) ist
K Komponente von L. Nach 2.15 ist K < L, also KCr(V) < L. Wegen (C) und K << L ist
K = (KCL(V))*™) QL.

Sei z € @. Dann gilt nach (iv)
K* = [K*, J(T)?] < [QK, J(T)] < KJ(T).

Wegen 4.1 (iii) ist K = OP(KJ(T)), und daraus folgt die Behauptung. |
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4.3 Satz: Gelte die Situation 3.1 und sei J(L) nicht auflésbar. Setze K = J(L)C. Dann ist X :=
K die einzige nichtauflosbare J(T)-Komponente unter L und X/Op(X) ~ SLsy(p™) operiert auf
Wx =V =(Z%) als natiirlichem Modul. Ferner ist Q;(Z(J(T))) <V und |V : Q(Z(J(T)))| = p".

Beweis: Es gilt K = XC, nach Satz 3.3 operiert X/(X N C) ~ SLs(p™) natiirlich auf V. Wegen
SNX €Syl (X)ist X = ((SNX)¥). Aus (Z) und der p-Abgeschlossenheit von C' folgt [C, SN X] <
CNSNX < 0,(X), also [C,X] < 0p(X). Sei L := L/O,(X). Dann ist X NC < Z(X)Nn X",
Ist p* ¢ {22,3%}, so hat der Schursche Multiplikator von SLy(p") die Ordnung 1 [H, V.25.5], also
ist )?Nﬁ C = 1. Andernfalls hat der Schursche Multiplikator die Ordnung p, und es ist ebenfalls
XNC=(XnNC)/0,(X)=1. Also ist X/0,(X) quasieinfach und isomorph zu SLs(p").

J normalisiert X, also ist [X,J] < X. Wegen [X,J] = X ist X = [X, J](C N X), also X = [X, J], da
X perfekt und C' auflosbar.

Nach Konstruktion gilt (ii) aus Definition 4.1, offenbar ist X perfekt und wegen V' < Op(X) ist
O,(X) £ Z(X). Also ist X € Kn(T). Sei Ty € Syl,,(XJ(T')). Dann erfiillt (X,Tp) Situation 3.1, dies
zeigt mit Satz 3.3 die Behauptungen iiber den Modul V.

Sei umgekehrt Y < L eine nichtauflésbare J(7T')-Komponente. Dann ist Y < J(L) nach Bemerkung
4.2 (iii), also Y = Y* < K> = X.

Da X (und damit auch XJ(T)) von je zwei verschiedenen p-Sylowgruppen erzeugt wird und Y
nicht J(7T') normalisiert, ist Y J(T)O,(X) = X J(T). Nach 4.2 (vi) angewandt auf @) = O,(X) ist
Op(X) < Np(Y). Also ist X = OP(XJ(T)) = OP(YJ(T)Op(X)) =Y. |

4.4 Definition: Setze K)(T) := {K € K,(T)|3Ty € Syl,(Na(Wk)) : J(T) = J(To)}.

4.5 Satz: Sei G von lokaler Charakteristik p, und seien K € K (T), L := Ng(Wk) und Ty € Syl,(L)
mit To < S. Dann erfillen L und Ty die Situation 3.1, insbesondere ist K/Op(K) ~ SLy(p™).

Beweis: Wegen K € K%(T) gilt K < J(KJ(T)) < J(L), und nach Bemerkung 3.2 erfiillt (L,T})
Situation 3.1 anstelle von (L,T). Da J(L) nicht auflosbar, liegt der nichtauflosbare Fall von Satz 3.3
vor. Aus Satz 4.3 folgt die Behauptung. |
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5 Auflosbare J(7T)-Komponenten

In diesem Abschnitt untersuchen wir die sog. auflésbaren .J(T)-Komponenten. Dies ist in [KS, 12.2]
fiir p = 2 durchgefiihrt. Der fehlende Fall p = 3 erfordert nur kleine Modifikationen. Im gesamten
Kapitel gelte

(£) @G besitzt lokale Charakteristik p.
5.1 Definition (auflésbare J(T)-Komponenten): Seip € {2,3}. Sei K,(T) die Menge aller
K <G mit
(i) K =[K,J(T),
(i) ATy € Syl,(KJ(T)) : J(Ty) = J(T),
(iii) K = OP(K),
(iv) falls p =2, dann ist K/O2(K) ~ Zs, sonst ist K/O3(K) ~ Qs,
(v) Wik = [ (Z(0p(K))), K] ~ Z,, x Z, ist irreduzibler K-Modul.

Ein solches K heifie auflisbare J(T)-Komponente (zur Primzahl p). Setze K(T') := K.(T) UK, (T),
die Menge aller J(T')-Komponenten.

5.2 Lemma: Sei K € K(T) und Q@ < G mit KJ(T) < Ng(Q) und Q@ < Ng(J(T)). Dann gilt
Q < Na(K).

Beweis: Der Beweis fiir auflosbare J(T')-Komponenten verlduft analog zu dem in 4.2 (vi). |

5.3 Situation: Seien im folgenden L, T, C, Ey,..., E,. wie im auflosbaren Fall von Satz 3.3, d.h.

(i) (L,T) erfillt Situation 3.1,

(i) p € {2,3},
(iii) r € N,

~

(iv) firi € {1,...,r} existieren C < E; < L mit E; ~ SLy(p), [V, E;] ist natiirlicher Modul zu E;
und fir j € {1,...,r}\ {i} ist [V, E;, Ej] =

(v) J(L) = E;
7E1

X...x E,,
(vi) V =1V, X .

| x ... x[V,E] x Cy(J(L)).

Setze K; := OP([OP(E;), J(T)]) und Wi, := [ (Z(0,(K3))), K] firi=1,...,r und L= L/O,(L).

5.4 Lemma: Dann gilt

(i) TD) = (K1 x ... x K,)J(T).

(i1) C ist eine p' —Gruppe.
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(iii) CT=C xT.
(iv) J(T) £ C
(v) Firi=1,...,r ist K; € Ko(T).

Beweis: (i) ist klar. Wegen Z < V ist C' < Ng(T') nach (2), also C eine p'-Gruppe und CT = C x T.
Aus J(T') < C wiirde damit J(T') < Op(L) folgen — im Widerspruch zu Situation 5.3 ().

Zum Beweis von (v) sei abkiirzend (E, Vg, K,Wgk) = (E;, [V, E], K;, Wk,). Offenbar erfiillt K die
Punkte (ii) und (iii) aus Definition 5.1.

Setze X := OP(E). Dann ist X ~ Z3 oder X ~ Qs und die Operation von X.J(T) auf Vg ergibt
X =[X,J(T)].

Sei ¢ € N mit {p,q} = {2,3}. Nach (i) ist X eine p'-Gruppe, also existiert eine J(T')-invariante
¢-Sylowgruppe Sy von R := [X, J(T)]. Es gilt R = [R, J(T)] < [CSo, J(T)] = [So, J(T)] < So, d.h. R
ist eine ¢—Gruppe. Analog folgt

(1) R=25, fiir jede J(T')—invariante Untergruppe So von R mit CSy = CR.

Sei |R| > |X]| angenommen. Dann existiert N<Rmit N<Cund |[RNC : N| = p. Beachte, daf
N als Untergruppe von C' invariant unter J(T') ist, d.h. J(T) operiert auf R:= R/N Im Fall p =2
ist [R| = 9, also R abelsch und R = Cx(J(T)) x [ﬁ, J(T)] mit Cx(J(T)) > RNC # 1. Es folgt der
Widerspruch R > [R, J(T)].

Also ist p = 3. Sei U < R mit U Z4. Dann ist U abelsch als zentrale Erweiterung einer zyklischen
Gruppe. Ist U zyklisch, so ist R~ D16, S16,Q16 oder M (16) nach Klassifikation der p— Gruppen mit
zyklischem Normalteiler vom Index p und es ergibt sich der Widerspruch R/ C ~ Dg. Also ist U nicht
zyklisch. Sei u € U ein Element der Ordnung 4, und 7 der von J(7T') induzierte Automorphismus der
Ordnung 3. Es gilt |(@2)(7] # 3, da R genau vier Involutionen besitzt. Damit ist Sy := (u,u™) ~ Qs,
also R ~ Z x Qg und S ist J(T)-invariant im Widerspruch zu (1).

Also ist K/O,(K) ~ O (SL2(p)). Aus K = [K, J(T)]O,(K) folgt K = [K, J(T)]. Dies zeigt (i) und
(iv) aus Definition 5.1.

Nach Definition liegt Vg in Wi, es geniigt also, |[Wg| < p? zu zeigen. Setze
A(T) := {A € AT)|[A, K/Op()] # 1} (#0)

und wihle A € A(T) derart, daB C4(Wx) maximal ist. Kenntnis der SLs(p) liefert ein d € K, so
daB (A, A?) eine ¢-Sylowgruppe D von K enthilt. Nach Definition von Wx und der oben gezeigten
Struktur von K ist Cyw, (D) = 1. Also gilt

(2) Cwy (A)NCwy (A4 =1 und Wy = [Wik, A|[Wik, A9].

Setze Ag := Ca([Wk, A])[Wk, A und Ay := Ca(K/Op(K)). Nach 2.11 ist Ag € A(T) und [Wk, Ag] #
1. Wegen Cy(Wg)[Wk, A] < Ca,(Wk) und nach Wahl von A gilt entweder Ag < C(K/O,(K)) oder
Ap = A.

Im ersten Fall folgt Ad < Aq0,(K), also A < C([Wk, A)NC([Wk, A%) und mit (2) der Widerspruch
Wk, Ao] = 1.
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Andernfalls folgt wie eben [Wg, A1] =1, also |A : C4(Wk)| = p. Wegen A € A(T) folgt
|A] > [WkCa(Wk)| = [Ca(Wk)[[Wk /Cw,c (4)],
also |[Wk /Cw, (A)| < p und damit |[Wk| < p? wegen (2).

Damit ist K eine J(T)-Komponente. |

5.5 Satz: K,,..., K, sind genau die auflésbaren J(T)-Komponenten, die in L liegen. Insbesondere
ist jede J(T)-Komponente von L ein Subnormalteiler von L.
Beweis: K, ..., K, sind auflésbare J(T')-Komponenten nach 5.4 (v).
Sei K € Ko(T) mit K < L. Aus Lemma 5.2 folgt K < KO,(L), also
(x) K =0"(KOy(L)) und () [0p(L), K] < Op(K).

Sei wieder ¢ € N mit {p,q} = {2,3}. Aus Definition 5.1 (i) folgt K < J(L), genauer K <0,J(L)) =
K x...x K, und O,(K) < O,(L). Mit (+) folgt

V,K]=[V,K,K]| = Wk ~ Z, X Z,.

Damit existiert genau ein i € {1,...,7}, so da die Projektion von K auf K; nichttrivial ist. Also ist

F = Fz und WK = [V, Ez]

Damit ist

K =K, J(T)] = [KC, J(T)] = [K,C, J(T)] = [K;, J(T)) = K;
nach Lemma 5.4 (iii) und (v). Also gilt

K Y 0r(KO,(L)) = 0" (K0,(L)) = K.

5.6 Definition: Setze K(T) := {K € Ko(T)| 3Ty € Syl,(Ng(Wk)) : J(T) = J(Tp)}.
5.7 Lemma: Sei K € K9(T) und L := Ng(Wk). Dann gilt

(i) L= Na(K).

(ii)) K € Ko(T9) fiir alle g € G mit J(T9) < L.
Beweis: Wegen K € K (T') kénnen wir T' € Syl (L) annehmen. Das Paar (L, T') erfiillt dann Situation
3.1 nach Bemerkung 3.2. Wegen (C) ist L auflosbar, d.h. L erfiillt Situation 5.3. Nach Satz 5.5 existiert

eini € {1,...,r} mit K = K; und Wi = [V, E;]. Mit Wik normalisiert L auch K als die eindeutig
bestimmte J(T')-Komponente, die W nicht zentralisiert. Dies liefert (i).

Zu (ii) beachte, daf nach dem Satz von Sylow g aus L gewihlt werden kann. |

5.8 Lemma: Seien g € G, F € K%(TY) und F << (J(T), F). Dann liegt F nicht in Ng(J(T)).
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Beweis: Sei F' < Ng(J(T)) angenommen. Wegen F' = OP(FJ(T)) ist J(T) < Ng(Wp), also F €
K9(T) nach Lemma 5.7 (ii) im Widerspruch zu F < Ng(J(T)). |

5.9 Satz: Seien L und T wie in 5.3, g € G und F € K2(T9) mit F < L und F << (F, J(T)). Dann
wst F' schon subnormal in L.

Beweis: Nach Lemma 5.8 gilt
(x) F £ Na(J(T)).

Setze Lo := (F,J(T)). Wegen F << Ly koénnen wir Op(F) < T annehmen. Dann ist Z <
(Z(0,(Lo))) N V. Wegen F = OF(Lo) ist [Z, F] < [0 (Z(Oy(Lo)), F, F] < Wp.

Aus [Z,F] =1 folgte F < Cr(Z) < Ng(S)NL < Ng(J(T)) im Widerspruch zu (x).

Also ist [Z, F] # 1 und damit [Z, F] = Wp, da F irreduzibel auf Wr operiert (Definition 5.1 (v)).

Es folgt Wp < V und O,(L) < Ng(Wp) = Ng(F), letzteres wegen Lemma 5.7 (i). Damit folgt
[V, F] <[21(Z(0,(L))), F, F] < Wr.

Sei E € {E1,...,E.} und Vg := [V, E]. Dann ist VgWp unter F invariant. Wegen |VgWr| < p* und
der Struktur von J(L) existierten hochstens zwei Konjugierte von Vg in VEWg. Im Fall p = 2 ist
F/O,(F) ~ Zs, also normalisiert F' schon Vg.

Sei also p = 3und F £ N¢(VEg) angenommen. Dann hat N := Np(Vg) Index zwei in F. Ist |[Vg, N]| =
9, dann Vg = Wy im Widerspruch zur Annahme. Andernfalls ist Cn(VE) > Op(F), also Op(F) <
CF(<VF5‘>) =Cpr(VEWr) < Cr(Wr) = Op(F) (beachte Cr(Wr) = O,(F) nach Definition 5.1 (v)).

Also gilt jeweils F' < Ng(Vg). Im Fall Wp = Vg folgt F = E aus der Operation beider auf V, also
F < E und mit Lemma 5.7 (i) die Behauptung F' < E << L. Andernfalls kénnen wir annehmen, daf}
[Vi,F] =1gilt fiir alle E € {E,...,E,}. Dann gilt [J(T),V,F]=1=[V,F, J(T)], also [F, J(T)] < C
und F' < Ng(CJ(T)). Da CJ(T) nach Lemma 5.4 (iii) p—abgeschlossen ist, folgt F' < Ng(J(T)) im
Widerspruch zu (). |

Fiir auflosbare J(T')-Komponenten ist die Aussage Q4 (Z(J(T'))) < Wk wie in Satz 4.3 im allgemeinen
falsch. Dies liegt natiirlich daran, da im auflésbaren Fall die Voraussetzung (C) wertlos ist. Die
folgende, schwichere Aussage kdnnen wir zeigen:

5.10 Satz: Sei K € K,(T). Dann gilt fir Zy := Q,(Z(J(T)))

Zo=(ZoNZ(KJ(T)))(ZoNWgk) und |ZoNWg|=p.

Beweis: Sei L := K J(T'). Wegen Definition 5.1 (ii) kénnen wir 7' € Syl (L) annehmen. Setze

V= (u(Z(T)").

Wegen Q41 (Z(T)) < CL(Op(L)) = C(F(L)) < F(L) = Oy(L) ist V < Z(0,(L)). Aus Wg < L folgt
Wi NV #1,also Wg <V wegen 5.1 (v) und damit

(1) CL(V) = Op(L).

Wegen [V, K| = [V, K, K] < [0 (Z(0p(K))), K] ist
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(2) Wk =[V,K].

Sei A € A(T)\ A(Op(L)). Nach 2.12 gilt |[A/Ca(V)| = |V/Cy(A)]. Mit VNCa(V) = ANV = Cy(A)
folgt |A| = |[VCa(V)]. Aus (1) folgt

(3) A(Op(L)) € A(T)

und Zy < Z(J(0p(L))).
Nach 2.14 gilt [Zy, K] < V, also mit (2)

(4) [Zo, K] =Wk und ZoWg < KT = L.
Sei ¢ € N mit {p,q} = {2,3}. Sei d € K derart, dal Lo := (J(T), J(T)?) eine ¢-Sylowgruppe von L

enthélt. Dann ist T Lo = L, also K < (J(T)Y) = (J(T)*°) < Lo und somit L = L.

Fiir X := ZoNZ¢ gilt X < Z(L) und daher WxNX = 1. Es folgt | ZoWk / Zo| = Wk /(WK N Zo)| = p,
also | ZoWk /X| < p?. Damit gilt
Z()WK =X x WK,

und dies ergibt die Behauptung. |
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6 Lokale Analyse

Im folgenden sei M eine maximale p-lokale Untergruppe von G mit Ng(J(S)) < M; ferner gelte
weiterhin

(L) @G besitzt lokale Charakteristik p.

Setze

L,(G) = {Na(QI1#QpGruppe}  und
T(M) = {T<M|1#T p-Gruppe,IL€ L,(G):T <L £ M}.

6.1 Lemma: M ist genau dann stark p—eingebettet in G, wenn T (M) = 0 gilt.

Beweis: Dies ist in [KS, 12.3.1] fiir p = 2 durchgefiihrt. Der Beweis fiir beliebiges p verlduft entspre-
chend. ]

Fiir eine p—Gruppe T setze a(T') := |A|, wobei A ein Element aus A(T') ist. Seien R und T zwei
p-Untergruppen von G. Es gelte R < T, falls folgende drei Bedingungen erfiillt sind:
(i) a(R) < a(T).
(ii) Ist a(R) = a(T), so gilt |J(R)| < |J(T)].
(iii) Ist a(R) = a(T') und [J(R)| = |J(T)|, so gilt |R| < |T'| oder R =T.

Setze

T*(M) (T € T(M)|YRe T(M):T < R=>T =R} und
Ts(M) = {T eT"(M)|T < S},

d.h. T*(M) ist die Menge der beziiglich der Thompson-Ordnung maximalen Elemente.
Wegen Ng(J(S)) < M ist S € Syl (M), und damit

TEM)#0 = T*(M)#0 < T(M) #£0.
6.2 Lemma: SeiT € T*(M). Dann ist Na(J(T)) < M.

Beweis: Nach Konjugation kénnen wir 77 < S annehmen. Wende 2.3 an auf (S,T,id) anstatt

(G,U,X). Dann folgt T < Ng(J(T)), also Ng(J(T)) < M wegen der Maximalitdt von 7', oder
T =S (und mit Ng(J(S)) < M die Behauptung). |

6.3 Lemma: SeiT € T*(M), L € L,(G) mit L £ M undY € Syl,(L) mit J(T) <Y. Dann gilt

(i) J(T) = J(V),
(ii) Y < M,
(iii) J(T) % Op(L).
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Beweis: Dies ist [KS, 12.3.3] fiir beliebiges p anstatt p = 2. |

6.4 Lemma: Seien T € T3(M) und L € L,(G) mit T < L £ M. Dann erfillen L und T Situation
3.1.

Beweis: Sei T <Y € Syl,(L). Wegen Lemma 6.3 ist Y € 7 (M), mit der Maximalitét von T folgt
T =Y € Syl,(L). Mit diesem und Lemma 6.3 (iii) erfiillen L und 7" Situation 3.1 (vgl. 3.2). |

6.5 Definition: SeiT € T&(M). Mit Kar(T) sei die Menge aller K € KC(T') bezeichnet, fir die gilt:

(i) K £ M

(1)) Op((K,T)) # 1
(iii) 3Ty € Syl,(Na(Wk)) : J(To) = J(T).

Wegen (iii) ist K (T) C KO(T) U KO(T).
6.6 Lemma: Seien T und L wie in Lemma 6.4. Dann existiert K € Kp(T) mit K < L.

Beweis: Das Frattiniargument liefert L = N (J(T"))J(L), also ist J(L) £ M nach Lemma 6.2.

Ist J(L) nicht auflosbar, so liefern Satz 3.3 und 4.3 ein K € K,,(T) mit KC = J(L)C, also KC £ M.
Andernfalls liefern Satz 3.3 und 5.5 ein K € Ko(T) mit K < L und KC £ M. Wegen C < Cg(Z) <
Na(S) < Ng(J(S)) < M nach (Z) folgt K £ M.

Es gilt O,(L) < T, also 1 # Op(L) < Op((K,T)). Sei J(T) <Y € Syl (Ng(Wk)). Wegen K <
Ng(Wg) ist Ng(Wg) £ M, also ist J(T) = J(Y) nach Lemma 6.3 (i). |

6.7 Satz: Eindeutigkeitssatz. Seien T € TJ(M) und K € Ku(T). Dann existiert genau eine
mazimale p—lokale Untergruppe L mit KJ(T) < L. Ferner gilt K A< L und T € Syl,(L). Ist K €
Kn(T), so gilt L = Ng(Wgk) = Ng(K) und K ist die einzige nichtauflésbare J(T)-Komponente in L.

Beweis: Ist K € K,(T), so ist dies [KS, 12.3.6] — dort fiir p = 2 durchgefiihrt, der Beweis im Fall
p = 3 verlduft entsprechend und verwendet die Sétze 5.5 und 5.9. Sei also K € K,,(T). Sei L die Menge
der p-lokalen Untergruppen von G, die K J(T) enthalten. Wegen K J(T) < Ng(Wk) ist £ # 0.

Sei L € L und J(T) < Ty € Syl (L). Wegen KJ(T) < L ist J(T') £ Op(L), und nach Lemma 6.3
ist J(T') = J(Tp). Somit erfiillt (L, Tp) Situation 3.1. Da K < J(L) nicht auflésbar ist, folgt aus Satz
3.3 und 4.3, da} K die einzige nichtauflosbare J(T')-Komponente in L ist, und damit L < Ng(Wk).
Also ist Ng(Wk) das eindeutige maximale Element in £. Nach Definition von Ky (T') ist (K,T) <
Ng(O,((K,T))) € L, also T < Ng(Wk) nach eben Gezeigtem und T' € Syl,(Ng(Wk)) nach Lemma
6.4. |

6.8 Lemma: Seien T € Tg(M) und K € Ky (T) auflosbar. Sei L die eindeutig bestimmte p—lokale
Untergruppe mit KJ(T) < L (vgl. 6.7) und Zy := Q. (Z(J(T))). Dann ist 0 (Z(T)) "Wk # 1, und
es gilt einer der folgenden Fille:
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(i) Z=Zo~ 7.
(it) Z=2y~2Z,x Z, und S =T.
(iii) (Z(T)) = Zo ~ Z, x Z, und |Ns(Zy) : Cs(Zo)| = p.

Beweis: Dies ist [KS, 12.3.7] um den dort nicht behandelten (aber analog beweisbaren) Fall p = 3
erweitert. |

6.9 Satz: Seien T € T3 (M) und K € Ky (T). Dann ist T < Ng(K).

Beweis: Ist K € K, (T), so ist dies eine triviale Konsequenz aus 6.7.

Sei also K € K4(T) und sei L die maximale p-lokale Untergruppe mit K.J(T) < L. Nach 6.7 erfiillt
(L,T) Situation 3.1, also Situation 5.3, da K auflosbar. Sei ¢ € T. Nach 6.8 ist Z(T) N Wi # 1, also
Wi MW} # 1 und damit Wy = W}.. Damit normalisiert ¢ auch K, die einzige Komponente, die W
nicht zentralisiert. |

Wir haben nun die nétige Information, um zwei Untergruppen P; und P> zu konstruieren, die geeig-
net sind, mittels der Amalgam-Methode nach Delgado, Goldschmidt und Stellmacher untersucht zu
werden.

6.10 Satz: Sei T € T&(M). Dann ezistieren K1,K> € K(T) und To < T mit J(T) < Ty, so daf
fiir i € {1,2} und P; := (Ty, K;) gilt:

(i) Es existiert genau eine mazimale p—lokale Untergruppe L; von G mit P; < L;. Ferner gilt
T € Syl,(L;), falls L; auflosbar ist, und J(T') = J(T) fir ein T; € Syl,(L;).
(ii) T < Na(K;).
(iti) Op(L;) < Op(P).
(iv) To € Syl,(P;).
(v) Ly # L.

(vi) P;/O,(P;) operiert treu auf dem Normalteiler K;J(T)Op(FP;)/Op(P;); KiJ(T)Op(P;)/Op(P;) ist
isomorph zu SLs(q;),q; = p™,n; € N geeignet, und hat p—Potenzindex in P;/O,(P;). Ferner
operiert P;/Op(P;) treu auf Wik .

(vii) Ca(0p(F;)) < Op(F).
(viti) Py N Py < Ng(To).
(ir) Op((P1, P)) = 1.
(z) Keine nichttriviale Untergruppe von Py N Py ist normal in Py und Ps.

Seien p # 2, {i,7} = {1,2} und t; € G mit (t;0,(F;)) = Z(P;/Op(P;)). Dann gilt L; = Lj, oder es
existiert eine Involution x in G mit P = P».

Beweis: Nach 6.6 existiert K1 € Ky (T'). Nach 6.7 liegt K;J(T') in genau einer maximalen p-lokalen
Untergruppe L; von G, und es gilt T' € Syl (L1).

Fiir die Konstruktion von K und Ly betrachten wir separat die drei Fille
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(8) No(J(T) < L.
(b) Na(J(T)) £ Ly und Ng(T) < L.

(¢c) Ng(T) £ L.

Gelte zuerst (a), d-h. Ng(J(T)) < Ly. Dann ist T'= S, da T € Syl,(L1), und L, erfiillt dieselben
Voraussetzungen wie M. Es gilt T' € T*(L), und aus 6.6 und 6.7 folgt die Existenz eines Ky € K (T)
mit Ly := M als einziger maximaler p-lokaler Untergruppe, die KoJ(T') enthélt. Setze Ty := T und
P; .= (Tp, K;),i = 1,2. Dann gilt (i) bis (v), beachte 6.9.

Gelte nun (b), d.h. es ist N := Ng(J(T)) £ L1, aber Ng(T) < L;. Dann ist wieder T' = S. Setze
Zoy =W (Z(J(S)))- Sei K € K,(T) angenommen. Aus 6.8 folgt dann Zy = Z, und es gilt Ng(J(S5)) <
Na(Zp) = Ng(Z) < Ng(S) < Ly wegen (Z) und 2.19 im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist
K € K,(T).

Es ist C' := Cn(Z0) 4 N, also Ty := C NS € Syl,(C) und N = CNy(Tp) (Frattini-Argument).
Wegen (Z) ist C < Ng(S) < Ly, also Ny(Tp) £ Ly. Nach Satz 4.5 und 4.3 ist Wi = (ZL1), also
gilt Op(L1) < Cs(Wgk) < Tp nach 2.17. Offenbar ist J(S) < Tp, also T eine p-Sylowgruppe von
P := (Ty, K1) und es gilt Op(L1) < Op(Pr1). Sei & € Ng(To) \ L1 Setze Ly := L§, K> := K} und
P, := BK{(= P}). Dann gilt (i) bis (v).

Im Fall Ng(T) £ L; schlielich wéhle Ty := T, « € Ng(T) \ Ly und Ly := L}, Ky := K{ und
P, :=TyK{ (= Pf). Wiederum gilt (i) bis (v).

In allen drei Fillen haben wir also K1, K5 und Ty so gefunden, daf} sie der Behauptung bis einschliefilich
(v) geniigen.

Seien p # 2, {i,j} = {1,2} und ¢t; € G mit (t;0,(F;)) = Z(P;/Op(F;)) derart, daBl ¢; nicht L;
normalisiert. Wegen O, (P;) < P; konnen wir o(t;) = 2 annehmen. Dann gelten (i) bis (v) auch fiir
Li =L}, K= K; und P; := P}’

Sei nun wieder p beliebig. Setze K := K;J(T') 4 P;. Wegen (ii) gilt O,(P;) = Op(K)Cr, (K/Op(K)).
Also operiert P;/Op(P;) treu auf K/Op(K) ~ SLa(q;). Sei t € Cr, (K/Op(K)). Dann ist Cw,, (t) # 1,
also 1 = [Cwy, (t),t] = [(Cwy, (t)K/Op (KDY 4] = [Wk,, t]. Also ist O,(P;) < Cp,(Wk,) < P;. Dies zeigt
(vi).

Wegen (£) und (iii) gilt Cq(Op(F;)) < Ca(Op(L;)) < Op(L;) < Op(F;), d. i. (vii), und wegen (v) und
der Eindeutigkeitseigenschaft aus Satz 6.7 folgt O,((P1, P2)) =1, d. i. (ix).

(viii) folgt aus der Tatsache, dafl P; und P, jeweils von je zwei ihrer p—Sylowgruppen erzeugt werden
und P1 ;é PQ gllt

Angenommen, es existiert 1 # U < PiNP, mit U < P; und U < P,. Wegen (viii) ist U p—abgeschlossen,
also U eine p'-Gruppe nach (ix) und damit 1 # UO,(P1)/Op(P1) < Op (P1/Op(P1)) nach (vi). Es
folgt U > [U,Wk,] = Wk, im Widerspruch dazu, da8 U eine p'~Gruppe ist. Also gilt (x). |

Wir fithren nun Nebenklassengraphen ein und listen einige elementare Eigenschaften auf. Eine ausfiihr-
lichere Behandlung ist in [DGS] zu finden.
Sei P := (P, P). Sei I' := { Pz, Pyz|x € P} mit der Relation

X=Y:<= XNY#0 und X#Y

der zu Py, P, und P gehorige Nebenklassengraph. Wegen P = (P, P) ist I' zusammenhingend.
Bezeichne mit d : I' x I' — N die natiirliche Abstandsfunktion und mit A(«) die Menge der Nachbarn
der Ecke a. P operiert auf I' durch Rechtsmultiplikation, die Eckenstabilisatoren Pp,, = P? sind

(3
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transitiv auf der Menge der benachbarten Ecken. P ist kantentransitiv auf I', also gilt Satz 6.10
entsprechend fiir P,, Pg statt P, P> mit beliebigen benachbarten Ecken a, 3, und I' zerféllt unter der
Operation von P in zwei Bahnen.

Seien «a,3 € I' mit 8 = a. Setze Bnyg := P, N P und bezeichne mit S,g die eindeutig bestimmte
p-Sylowgruppe von Bag (vgl. Satz 6.10 (viii)). Beachte Sapg € Syl,(Pa). Setze Qo = Op(P,). Ist
a = Pig fiir ein i € {1,2} und ein g € P, so setze Ko 1= (Op(P;)K;J(T))? und Z, := Wy . Diese
Definition ist eindeutig, da O,(P;)K;J(T) und Wk, Normalteiler von P; sind. Beachte, daf§ diese
Definition leicht von der iiblichen abweicht: Normalerweise ist Z, := (Q:(Z(T'))|T € Syl,(Py)), dann
ist Z, direktes Produkt aus unserem Z, und Z(P,). Im nichtauflosbaren Fall stimmen also beide
Definitionen iiberein. Da wir mit Wy, den natiirlichen Modul schon identifiziert haben, scheint uns
dieses Vorgehen zweckméfig.

Seien ny, o € N mit |Z,| = p?"= = ¢2. Dannist Q, < K, < P,, Z, char K, und K, /Q» ~ SL1(q.)
operiert natiirlich auf Z,.

6.11 Satz: Seien o, € T mit « = 3. Fir § € {a,0} sei Ly < Ps transitiv auf A(J). Setze
L := (L4, Lg). Dann gilt

(i) L operiert kantentransitiv auf T.

(ii) P = BogL.
(m) (La ﬁLﬁ)L =1.
Beweis: Dies ist [DGS, 11.3.2]. |
Setze b:= min{d(a,a')|Zy € Qu;a,a’ € I'}. Ein Paar (a,a’) € I'x ' mit Z, £ Qo und d(a,a') =b
heifle kritisches Paar.
Sei (a,a’) ein kritisches Paar und v ein Weg der Linge b von « nach o'. Bezeichne die (eindeutig
bestimmte) Ecke 0 auf v mit d(«,d) = i mit a + i bzw. o’ — (b —1).

6.12 Lemma: Seien § € I' und A € A(0). Dann gilt

(i) Cp;(Zs) = Qs-
(Zl) Ps = (S,j,\,iL‘) fiir alle x € Ps \ N(S,j,\).
(iii) (o', ) ist ein kritisches Paar.

(iv) Ist Ps nicht auflésbar, so gilt J(Ks N Ssxn) = J(Ssx) und
1Zs : Q(Z(T(Ssx)))| = a5 = [21(Z(J(Ssx)))|-

(v) @x < K5 N Sea,
(Vi) QaZar = QaQa+1 = Ko NSaat1-
(vit) o = Qo -
(viti) R :=|[Za,Zo]| = Ga und R < Z(Koa NSy at1)-
(iz) Sind Ps und Py auflosbar, so gilt |Q1(Z(Ssx))| < p? und | (Z(Ps))| < p.
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Beweis: (i) ist 6.10 (vi) in den neuen Bezeichnungen. (ii) folgt aus der Tatsache, dal Ps von zwei
verschiedenen p—Sylowgruppen erzeugt wird.

Wegen Z, £ Qo und (i) ist [Zo, Zor] # 1, also Zy £ Qq; wegen b = d(a, ') gilt (iii).
Nach Konstruktion ist J(Ks N Ssx) = J(T7) = J(T§), x € P geeignet, also folgt (iv) aus Satz 4.3.

Zu (v): Ist Ps auflosbar, so ist Ssx < K5 = Ps. Sei Ps nicht auflgsbar. Dann ist ;(Z(J(S5x))) ein
eindimensionaler Teilraum von Zs, der von @)y zentralisiert wird (nach (iv), falls Py nicht auflésbar,
und sonst wegen 6.8). Also folgt (v) aus Lemma 2.6.

Zu (Vi): Wegen Z, < Qat1 18t QaZar < Qalat1 < Ko NSaatr-

Aufgrund der Symmetrie in a und o kénnen wir g, < gor annehmen. Wegen Z, < K4 NSy a1 gilt
|Ka n Saa+1 : Qa| = qa S qa’ = |Za’ : CZQI (Zoz)| = |Za’ : Zoz’ N Qa| = |QaZa’ : Qa|7 also (Vl) und
(vii), sowie mit [Zn, Zor] = [Za, Ko N Sa at1] auch (viii).

Zu (iX): Setze V := <Ql(Z(S(5>\))P5>. Nach 2.13 gilt V = [V,P(;] X Cv(Pa). Also ist |Ql(Z(S(5)\)) :
1(Z(Ps))| = p, ebenso |Q1(Z(Ssp)) : Q1 (Z(Py))| = p, und die Behauptung folgt aus Z(Ps) N Z(Py)
1.

Lemma 6.12 (vi) zeigt, daB die Behauptung (vi) in Satz 6.10 0.B.d.A. ersetzt werden kann durch
(Vi) Pi/Op(P;) = SLy(qi),

indem man im Beweis dort Ty = Op(P1)Op(P>) wiihlt. Aus Bequemlichkeitsgriinden sei dieses im
folgenden angenommen. Es gilt also
K,=P,

fiir alle a € T.
6.13 Satz: Seia—1¢€ A(a) \ {a+1}, so daff (o — 1,a' — 1) kein kritisches Paar ist. Dann gilt

(i) ZoZo—1 = ZoZs 1 P, fiir alle § € A(a).
(11) Fiir jede zu a — 1 konjugierte Ecke & gibt es kein &', so daff (6,0") ein kritisches Paar ist,
(iii) b ist gerade,

(iv) Qa N Qa—l S] Pa-

Beweis: Wegen Za—l S Sa’—l al = ZaQa’ ist [Za_lZa, Zar] S Zom also Za_lZa S] (Sa—l as Za’> = Pa
(vgl. Lemma 6.12 (ii)). Der Rest von (i) folgt aus der Transitivitit von P, auf A(«).

Da Z,Z,—1 ein p-Normalteiler von P, ist, folgt b > 2. Angenommen, (ii) ist falsch. Sei § konjugiert
wwa—1,06 €I, (4,§) kritisches Paar und d + 1 € A(d) mit d(6',6 +1) = b — 1. Dann ist 6 + 1
konjugiert zu «, also Qs # ZsZs41 = Zsi2Zs41 fiir ein 6 + 2 € A6 + 1) mit d(§ + 2,d") = b — 2,
im Widerspruch zur Minimalitét von b. Also gilt (ii), damit ist «' nicht konjugiert zu « — 1, und dies
zeigt (iif).

Aus Lemma 6.12 (i) folgt (iv). |
6.14 Satz: Seib>1 und a—1¢€ A(a)\ {a+1}. Dann ist (o — 1,8/ — 1) kein kritisches Paar,

oder es ist b =2, ¢ = 3, |Qs| = 3%, Qs hat Ezponent 3 und Qs5/(ZsZ(Ps)) sowie Zs sind natiirliche
Moduln zu Ps/Qs fiir alle 6 € T.
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Beweis: Sei (¢ —1,a’' —1) ein kritisches Paar. Sei a —2 € A(a—1)\{a} und o' +1 € A(a/)\ {a' —1}.
Wegen 6.13 (ii) sind (o — 2,a' —2) und (a + 1,0’ + 1) kritische Paare.

Fiir i € {0,1,2} setze
Ri = [Zai, Zor—i)-

Wegen 6.12 (1) gilt 1 ;é R; < Z(Qa/_i) und R; < Z(Sa—ia+1—i)7 also

R; < Z({Zar41-iy Sa—iati—i)) = Z(Pagi—i).

Wegen (C) sind damit alle Ps,d € I' auflosbar.
Angenommen, es wére b > 2. Dann ist Z, < Qo —2, also [Ra, Zy/] = 1, und mit Ry, < Z(P,_;) folgt
Ry < Z({Sa-1a>Za)) = Z(Py) im Widerspruch zu 6.11 (iii). Also ist

(1) b=2.

Fir i € {0,1} setze Doyi := Qati—1 N Qatit1 und Xy := Cp,,,((Zati—2, Za+tit2)). Dann ist
[Day Zato] < [Qat2Z0,Zat2) = [Zay Zate] < Zo < D, und analog [Dy, Za—2] < Dy. Damit folgt

(2) Do <(Zat2, Doy Za—2) = Pa-

Wegen Xy = Qa—2N Dy NQaqts ist Dy = Xy Z, und damit &(Dy) = H(X,). Aus X, < Dyqq folgt
&(Dy) < B(Dgy1), also B(Dy) = $(Dyq1) I P wegen der Symmetrie in @ und a + 1. Aus 6.10 (x)
folgt

(3) B(Da) = 1.

Wegen Qo = DoZa—1Za+1 ist Dy < Z(Qq). Aus Satz 2.13 folgt Dy = Z,Z(P,), also |Qs| = p°
(beachte 6.12 (ix)). Die Operation von P, auf A(a) liefert die natiirliche Operation auf Q4 /D
Damit gilt Q, = U(;GA(Q) ZsDg, und @, hat Exponent p.

Wegen [Zy_1,Za+1] # 1 ist Q4 nicht abelsch, also folgt p # 2, d.h. p = 3. |

6.15 Satz: FEs ist P, >~ P, und es gilt einer der drei Fille:

(i) Py ist isomorph zum natirlichen semidirekten Produkt einer SLo(p™) mit einer elementarabel-
schen Gruppe der Ordnung p*™.

(ii) p"™ € {2,3} und Py ist isomorph zum direkten Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung p
mit einer Gruppe wie in (i) beschrieben.

(iii) Esistp =3, P1/O3(P1) ~ SL2(3), Q := O3(P1) hat Ezponent 3 und Ordnung 3° und |Z(Q)| =
33. P1/Q operiert natiirlich auf Q/Z(Q) und Z(Q)/Z(P;).

Beweis: Gelte nicht die Situation von Fall (iii). Setze 8 := a + 1. Sei b > 1 angenommen und
a—1¢e A(a)\ {8} Nach Satz 6.14 gilt:
(a — 1,0’ — 1) ist kein kritisches Paar.

Wegen 6.13 (iv) gilt X := QuNQp < Pa. Setze P, := P, /X. Es gilt |Q3| = ¢a. Setze L := (Qa—1,Qg).
Dann gilt
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Op(L) = CL(Za) = LN Qa-

L/O,(L) ~ SLs(q4) operiert natiirlich auf Z,.
L=(Q%) <P,

CrL(0p(L)) < Op(L).

(v) Op(L) = X, inshesondere ist Qs € Syl ().

(i) bis (iv) sind einfache Konsequenzen aus der Struktur von P,.

u (v): Aus 6.12 (vi) folgt Sap = Q, x Qg =~ Zy° x Z~. Also besitzt O,(L) = Q,NL ein Komplement
in Sos N L, also auch ein Komplement Ly in L nach dem Satz von Gaschiitz. Nach dem Satz von
Sylow konnen wir ), _; < Lo annehmen, und es existiert g € LoQ,, mit @B < fg. Wir kénnen g € Q,
annehmen. Dann folgt @, _1,Qs < Lo, also Ly = L und damit die Behauptung.

Sei zuerst p = 2. Sei N < L mit N char ¢)g. Dann ist N < Pg, also N =1 nach 6.11 (iii). Mit [Ba]
folgt

(x) [02(L), L] = Z,.
Setze Vi := (Zs|0 € A(B) U {B}) < Ps. Ist V3 < Oz(L), so ist V3 < L im Widerspruch zu Satz 6.11
(iii). Also V3 £ O2(L) und damit b = 2.

Sei t € Pz mit o = o/. Die Operation von Pz auf A(B) ist isomorph zu der auf den Bag—
Rechtsnebenklassen in Pg durch Rechtsmultiplikation bewirkten Operation. Wegen Lemma 2.9 kénnen
wir annehmen, daf ¢ ungerade Ordnung hat. Setze D := O2(L) N Oz (Lt). Es gilt O2(L) = Z,D und
O2(LY) = ZyD, damit Qg = 02(L)O2(L) = Z4Zy D und #(02(L)) = &(D) = #(02(LY)), al-
so #(D)! = &(D). Daher operiert ¢t auf Qz/®(D). Koénnen wir zeigen, dafi Qz/®(D) genau zwei
maximale elementarabelsche Untergruppen besitzt (nfimlich Ox(L)/®(D) und Oy (L')/#(D)), dann
normalisiert ¢ schon Os(L) im Widerspruch zu Z! = Z,.

Sei x € L ein Element ungerader Ordnung, das fixpunktfrei auf Z, operiert (bspw. im Fall g, = 2
eines der Ordnung 3, sonst eines aus dem Normalisator einer 2-Sylowgruppe). Mit (x) folgt O2(L) =
Zo X COZ(L)(IE) und OQ(L)I = Z,N COZ(L)(.’E)I = 1. Mit DIl .= <d2|d € D> = {d2|d € D} (D ist
abelsch) ist #(D) = D'D?l = D, Fiir A € {a,a'} sei zy € Z) \ D. Dann ist |24, 24] # 1, also hat
Y := ZaZ mindestens Ordnung 4, und wegen D < Z(Qp) ist y ¢ D. Angenommen y2> € D[l Sei
d € D mit d®> = y2. Dann ist U := (y,d) eine abelsche Gruppe der Ordnung 20(y). Also existiert
ein u € U mit U = (y) x (u) und o(u) = 2. Es folgt d = y'u fiir ein | € N mit [ = 1(mod 2).
Aus u € D folgt y' € D und damit y € D im Widerspruch zu oben. Also ist u ¢ D und damit
uD € Zo,D/D U Z, D/D. Dann aber ist [u,y] # 1 im Widerspruch zu U = (y) x (u).

Also ist 0((2a®(D))(2:®(D))) # 2, und damit sind O2(L)/®(D) und O5(L?)/®(D) die einzigen
maximalen elementarabelschen Untergruppen von Qg/®(D).

Sei nun p # 2. Dann existiert ¢ € Inv(L) mit (t) = Z(L).

Wir betrachten zuerst den Fall P§ = Ps. OL(t) = C¢(t) = L ist transitiv auf A(a), und Q, =

Co., (®)[Qa,t] = Cq, (t)Op(L). Damit ist Co_ (t)Qp = Qals = Sap eine p-Sylowgruppe von Pz mit
Sap/@s,t] = 1. Nach Hilfssatz 2.8 induziert ¢ einen inneren Automorphismus auf Pz/Qg, es folgt

BB Bl
[P3/Qp,t] =1, und Cp,(t) ist transitiv auf A(3). Aus Lemma 6.11 (i) folgt

teD:= ﬂpag.
geEP

Wegen D < P folgt Op(D) =1 und DQo/Qa € {Pa/Ra,OP(Pa/Qu), Z(Pa/Qa),1}. Aus den ersten
drei Alternativen folgt Z, < D, also der Widerspruch 1 # O, (D), die letzte scheidet aus Ordnungs-
griinden aus.
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Also ist ¢t ¢ Ng(Ps). Aus der Operation von (t) auf Z, folgt (t)Qa = Z(Pa/Q.). Existiert eine
Involution x mit P¥ = Pg, so ist Qo N Qs = (Qa N Q)" I P2 = P3, ein Widerspruch zu Satz 6.10

(x)-
Also folgt aus 6.10 t € Ng(Lg) = Lg. Setze

V= [Qa:OP(Pa)] < [Qa: <Q§a>] = <[Qa:Q,8]PQ> < Qa N Q,B-
Damit folgt
[Saﬁat] = [Saﬁatat] < [Qaat] < QB-
Setze EB := Lg/O,(Lg). E := OP(P3) ist eine J(T')-Komponente von Lg, daher gilt E ~ SLy(q),
ferner ist SN E € Syl,(E). Aus der Struktur von Pg folgt [E, Q] = 1. Nach 2.13 zentralisierten sich
~ ~ ~ —~ ~ ~
E und E*. Es gilt Syl (E") 3 (SNE) <SNEV < C’ZB (EY), ein Widerspruch zur Struktur von E*.

Also gilt

Nach 6.12 (vii) ist g4 = gg.

Aus 6.12 (vi) folgt
Qa - Za(Qoz N QB)

Mit der Symmetrie in @ und 3 folgt #(Qq) = $(Qa N Qp) = H(Qp), also

P(Qn) =1
nach Satz 6.10 (x). Ist P, nicht auflésbar, so folgt Q, = Z, aus Satz 3.3.

Andernfalls ist P,/Qq wie in Satz 2.13, also Qo = [Qa, Pa] X Cq. (Pa) = Zo x Z(P,). Nach 6.12 (ix)
ist |Z(Py)| < p.

Nach Satz 3.3 bzw. Struktur der auflosbaren J(T')-Komponenten existiert ein A € A(T) mit AQ, €
Syl,(Pu), also besitzt Q, ein Komplement in S, 3, also auch in P, nach dem Satz von Gaschiitz. Sym-
metrie in « und 8, |Py|p = |Ps|, und Konjugiertheit von {P,, Pg} zu { Py, P»} liefern die Behauptung,
ausgenommen die Tatsache, daf im Fall (ii) nur p = 2 sein kann. Dies zeigen wir nun:

Angenommen, es ist p = 3, die P5,d € T sind auflésbar und Z(Ps) # 1. Fiir § € T bezeichne
mit Ls die eindeutig bestimmte, maximale 3-lokale Untergruppe mit Py < Ls. Ist Ps = Pqu fiir ein
i€{1,2},9 € G, soist also Ls = LY.

(1) Seien a, B benachbarte Ecken in I" und ¢, € Inv(Ng_(Sa3)). Dann ist t, € Lg, und es existiert
7 € A(B) \{a} mit ta € Ng(Spy)-

Wegen A(Sqp) = {O3(Py),03(P3)} ist to < Ng(Os(P3)) = Lg nach 6.16. Wegen |Syl;(Pg)| = 4 und
o(ty) = 2 existiert v wie beschrieben.

(2) Seien a, 8 benachbarte Ecken in T" und fiir § € {a, 8} sei t5 € Inv(Pj) mit (t5)O3(Ps)/O3(Ps) =
Z(P5/03(Ps)). Wihle v wie in (1) und analog ¢ € A(w) \ {#} mit tg € Ng(S¢qo). Dann gilt:
to zentralisiert Z(P,) = Zg N Z., und invertiert Z,, und tg zentralisiert Z(Pg) = Z, N Z; und
invertiert Zg.
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Setze V' = Z(S,p). Nach Struktur von P, ist Cy(ty) = Z(Py), also ist V = Cy (ta) X [V, ta] eine
nichttriviale Zerlegung von V. Nach (1) ist sie sogar ts—invariant. Da Z(P,) N Z(Pg) = 1, folgt
Z(Pg) = [V,to] < Zy und Z(P,) = [V,tg] < Zg. Damit ist [Zg,t.] = Zg N Zy und Cgz,(ta) = Z(Pa).
Da Zg N Z, invariant unter t, ist, folgt Z(Py) = Zg N Z,. Analog ergibt sich die Behauptung fiir ¢3.

Wie oben existieren 6 € A(y) \ {8} mit t, € Ls und £ € A(J) \ {7} mit ¢, € L.. Wihle t5 analog
zu tqo. to invertiert Zs N Z. = Z(Py) = Zy N Zg und Z, N Zs = Z(P3) und zentralisiert Z(P5) =
Zg N Zy = Z(Py). Also ist tats € Ca(Op(Ls)) < Op(Ls), d.h. to = t5. Fiir v € Op(Ls) folgt analog
to =t§, also t5 € Cq(Op(Ls)) < Op(Ls), ein Widerspruch. |

6.16 Satz: Firi=1,2 ist L; = Ng(P;) = Ng(Op(P;)). Insbesondere ist Op(L;) = Op(P;).

Beweis: Der zweite Teil der Behauptung folgt aus dem ersten und 6.10 (iii).

Sei i € {1,2} und (P, L) := (P;, L;). Ist P nicht auflsbar, so folgt die Behauptung aus Satz 6.7 und
der Bemerkung nach Lemma 6.12.

Sei daher P auflosbar. Aus der Struktur von P und 6.10 (iii) folgt |Q1(Z(0,(L)))] < p*. Wegen
N (Z(T)) = 0 (Z(Ty)) ist U (Z(0,(L))) = (U (Z(T))) = 0 (Z(0,(P))). Damit ist nur noch der
Fall (iii) aus Satz 6.15 zu betrachten. Aus Satz 3.3 und Kapitel 5 folgt, dal L genau eine J(T')—
Komponente besitzt. Aus der Operation von K auf O,(P)/Q(Z(0p,(L))) folgt O,(P) < K, also
Op(P) = Op(L) und P = J(L)O,(L) < L. Aus der Maximalitét von L folgt die Behauptung.

Wir wollen die Struktur der L; noch etwas genauer untersuchen. Sei dazu (L, P) := (L;, P;) fiir ein
i € {1,2}, V < P natiirlicher Modul von P/O,(P) und X := Cr(P/O,(P)). Sei V, ein eindimen-
sionaler Unterraum von V. Dann ist normalisiert X schon Vo = Cy(Cp(Vp)), also operiert X durch
Skalarmultiplikation auf V' und X/Cx (V') ist isomorph zu einer Untergruppe von Z(GL(V)).

Im Fall (i) aus Satz 6.15 ist Cr(V) = Cr(Op(L)) = Op(L), also ist L/(X P) isomorph zu einer Un-
tergruppe von OutSLz(q) und (XP)/O, operiert treu als Untergruppe von Z(GL2(q))SL2(q) auf
O,(P) =V.OP(L), d. i. der GL2(q)—-Anteil von L mit den von L auf P induzierten p'-Korperauto-
morphismen, zerféllt iiber V' nach dem Satz von Gaschiitz (vgl. Beweis von Satz 6.15).

Seien {i,j} = {1,2} und T € Syl,(L;). Sei nun p # 2. Sei * € T ein Element der Ordnung p, das

auf P := P;/O,(P;) einen dufleren Automorphismus induziert. Dann zentralisiert = eine zu SLy (p7)
isomorphe Untergruppe Py < P, also auch OP(F,). Aus (C) folgt p=n € {2,3}.

Ist p = 2, so besitzt T' genau zwei maximale elementarabelsche Untergruppen, néimlich Op,(L1) und
Op(L2). Also ist T' < Ng(O,(Lj)) = Lj, d. h. T € Syl(L;). Insgesamt ergibt sich Syl,,(L; N La) C
Syl,(Li) aufer im Fall ¢ = 33. Da wir in dieser Arbeit hauptsichlich demonstrieren wollen, wie
wirkungsvoll die Analyse der J(T)-Komponenten auch im nichtauflésbaren Fall ist, wollen wir diesen
Sonderfall nicht weiter untersuchen, sondern uns damit zufriedengeben, dafl die Struktur der L; bereits
sehr eingeschrankt ist.

Im Fall (ii) aus Satz 6.15 ist C(V) N CL(O,(L)/V) eine p—Gruppe, also Cr(V) = Op(L) und damit
P=L.

Im Fall (iii) aus Satz 6.15 schlieflich ist |Cr (V') : Op(L)| < 2 und ebenfalls Z(GL(V)) < SL(V). Also
ist |L: XP|<2und |XP:P|<2.

6.17 Satz: G besitzt eine stark p—eingebettete Untergruppe, oder es existieren zwei mazximale p—
lokale Untergruppen, die ,im wesentlichen‘ gleich den in 6.15 beschriebenen P; sind. Ihre genauere
Struktur ist oben analysiert.
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Beweis: Sei M wie am Anfang des Kapitels eingefiihrt. Ist 7 (M) = 0, so ist M stark p—eingebettet
in G nach Lemma, 6.3. Andernfalls existieren L1, Ly, Py, P> wie in 6.10, und diese haben nach 6.15 und
der folgenden Analyse eine Struktur wie behauptet. |

Abschlieflend wollen wir einige Beispiele zeigen, die die Voraussetzungen dieses Abschnitts erfiillen.
Beispiel 1: Seien ¢ = p™ sowie

G = {Aldet(A) =1,Vi,j € {1,...,3}3a;; € GF(q) : A= (aij)ijeqr,.. 3y} = SLa(q),
P {(aij)i7je{17___73} € G|a31 = Q32 = 0} und

Py = {(aij)ijeqr...3) € Glasi = az = 0}.
Dann sind
¢ ¢ a b
o1: P — SLy(q); | d e f b—)(d e)
0 0 1
und
1 b
c d
o2 : Py — SLa(q); | O d »—><e f)
0 e f
Epimorphismen mit
1 0 a
Kernoy = 0 1 b a,b € GF(q) p ~ Zg”
0 0 1
bzw.
1 a b
Kernoy = 01 0 ||la,beGF(q) p~2Z)".
0 0 1
Offenbar sind
a b 0
K, = ¢c d 0 | €eGla,b,e,de GF(q) ) ~ SLa2(q)
0 0 1
bzw.
1 0 0
Ky = 0 a b | €Gla,bec,de GF(q) p ~ SL2(q)
0 ¢ d
Komplemente zu diesen Kernen, und sie operieren in natiirlicher Weise auf ihnen.
1 a b
Esist S:=P NP, = 0 1 ¢ |la,b,ceGF(q) ¢ € Syl (G).
0 0 1

G operiert auf V := GF(q)? durch Rechtsmultiplikation. Es gilt

Z = O(Z(S)) = a,b,c € GF(q)

o O =

0
1
0

= O

und Cg(Z) < Na(Cv(Z)) = P, also folgt Cz(Z) < S aus der Operation von K, auf Kern os. Damit
gilt (Z). Man rechnet schnell nach, daf§ auch (C) und (£) gelten.

Fiir alle ¢ € GF(q) ist Py transitiv auf {(a,b,c)|a,b € GF(q)} \ {(0,0,¢)} und P, auf {(0,a,b)|a,b €
GF(q)}\{0}. Alsoist P := (P;, P,) transitiv auf V'\ {0}. Es gilt P, = C¢((0,0,1)), also ist Cg(v) < P
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fiir alle v € V' \ {0}. Damit ist S9 < Cx((0,0,1)9) < P fiir alle g € G, also G = (S9) < P, da G
quasieinfach.

Beispiel 2: Sei G = Sg. Setze a := (12) und P, := Cg(a) = (a) x S(3,4,5,6}- Es ist Oz(Py) ~ Z3 und
Py /O2(Py) ~ Ss5. a und b := (12)(34)(56) sind unter Aut G konjugiert, also ist Py := Cg(b) ~ P;.
S:=PiNP =Cg((a,b)) = (a) xCs, , ;5 ((34)(56)) = Z x Dy ist eine Sylowgruppe von G. Neben a®
und bY existiert genau eine weitere Konjugiertenklasse von Involutionen, némlich ((12)(34))“. Wegen
Cc((12)(34)) = Csy, 544 ((12)(34)) x Sgs6y gilt (C). Aus Ca(UZ(9))) = Ca({a,b)) = PN =S
folgt (Z). Ein kurzer Blick auf die iibrigen 2-Gruppen zeigt (£). Wegen |(Py, P2)| > |Py P»| = 144 hat
(Py, P2) hochstens Index 5 in G, also folgt (P, P,) = G.

Beispiel 3: Sei G = G»(3). G ist die Automorphismengruppe eines verallgemeinerten Sechsecks mit
je 364 Ecken und Kanten derart, dafl jedes dieser Objekte mit vier anderen inzident ist. Thre Stabi-
lisatoren sind semidirekte Produkte einer Zs mit einer Gruppe, die isomorph zu P, wie in Satz 6.15
(iii) ist, und sie sind maximale Untergruppen (also insbesondere maximale 3-lokale Untergruppen).
Sei S € Syl;(G). Wir koénnen S € Syl;(L;) annehmen, und wegen Cq(Q1(Z(S))) < Ca(Z(L1)) < Ly
folgt (£) aus der Struktur von L;. Eine Untersuchung der maximalen Untergruppen liefert (C), als
Gruppe vom Lie-Typ hat G lokale Charakteristik 3.

Das folgende Lemma iiber die Struktur der p—Sylowgruppen der L; werden wir im néichsten Abschnitt
benotigen.

6.18 Lemma: Sei L := L; wie in Fall (i) von Satz 6.15 und T € Syl,(L). Dann zerfdllt T iiber
J(T).
Beweis: Setze P := P} und Ty := T'N P. Dann liefert das Frattini-Argument

Np(To)P = L.

Setze N := Np(Tp) und sei K ein Komplement von Ty in Np(Tp) (ein solches existiert, da P/O,(P) ~
SLa(q) ist). Wieder liefert das Frattini-Argument N = To Ny (K), es folgt

L = PNy(K).

Sei Ty € Syl,(Nn(K)). Dann gilt To N7y = 1 (da sogar To N Ny (K) = 1 ist) und ToT1 € Syl (L).
Wegen Ty = J(T) folgt die Behauptung. |
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7 Ein Spezialfall

In diesem Abschnitt wollen wir den Spezialfall p = 2 genauer untersuchen.

7.1 Satz: Sei G eine endliche Gruppe der lokalen Charakteristik 2 mit O2(G) = 1. Gelte (C) und
(2)

Dann ezistiert eine stark eingebettete Untergruppe von G, oder es existieren zwei mazximale 2—lokale
Untergruppen Ly und Ly von H := O*(Q), die isomorph sind zum natirlichen semidirekten Pro-
dukt einer SL2(2") enthaltenden Untergruppe der T'Lo(2") auf einer elementarabelschen Gruppe der
Ordnung 2°™. Es gilt |L1 N La|y = |Li|2 = |Lala = 237, im Fall n > 2 sogar Syl,(L1) C Syl,(H).

Beweis: Besitze G keine stark eingebettete Untergruppe. Dann existieren Untergruppen Py, L1, P>, Lo
wie in 6.15 bis 6.18 beschrieben. Der Fall, daf§ diese Gruppen auflgsbar sind, wurde bereits in [KS]
behandelt. Wir kénnen also annehmen, daf} Fall (i) von Satz 6.15 vorliegt mit n > 2. Sei ¢ € {1, 2}.
Setze M; := L; N H. Es gilt P; < M;. Sei M eine maximale 2-lokale Untergruppe von H, die M;
enthélt. Dann gilt

No, () (O2(P;)) < O2(M)NL; NH < O2(M) N M; < O2(M;) < Os(Li) = O2(F;)

nach 6.16, also O2(M) < Os(L;). Aus der Operation von P; auf Os(P;) folgt O2(P;) = O2(M), d. h.
M = M; ist maximale 2-lokale Untergruppe von H.

Sei T € Syl,(M) und T < R € Syl,(H). Setze Ry := Ng(J(T)). Wegen |A(T)| = 2, V :=
21 (Z(02(M))) € A(T) und M = Ng(V) ist |Rp : T'| < 2. Angenommen, es wire J(Rg) > J(T). Sei
B € A(Ry)\ A(T). Wegen |B : BNT| = 2 existiert t € B mit B = (¢)(BNT) und ¢ vertauscht die bei-
den Elemente von A(T). Es gilt |[BNT : BNJ(T)| < 2und BNJ(T) < NAT) = Q. (Z(J(T))) =: Zo,
also ¢> < |B| = 4|BN J(T)| < 4q, also ¢ = 4 und BN J(T) = Zy. Dies ist ein Widerspruch dazu,
daB ein Element aus Inv(T") \ J(T') (und ein solches liegt in B) auf Zj einen Koérperautomorphismus
induziert, insbesondere also Zg nicht zentralisiert. Damit gilt J(Ro) = J(T'), also

nach 2.3 und damit
(2) |IR:T|<2.

Angenommen, es wire ' < R, d. h. |R : T| = 2 und R/T vertauscht die beiden Elemente von A(T).
Nach Verlagerungstheorie (betrachte die Fokalgruppe) existiert ein y € R\ T, das unter H konjugiert
ist zu einem Element aus 7'. Wir kénnen daher annehmen, daf} es ein g € H gibt mit y € 79 und fiir
mindestens eine der beiden Gruppen R und R? liegt der Schnitt mit C'y(y) in Syl,(Cr(y)). Bezeichne
diese mit X, die andere mit Y. Die oben beschriebenen Eigenschaften von y, X,Y, R und g sind
invariant unter Konjugation mit Elementen aus Cg(y), also kann Cy (y) < X angenommen werden.
Insbesondere gilt Q4 (Z(Y)) =Z(V) < X.

Wegen der unterschiedlichen Operation von y auf A(R) und A(RY) ist
(3) A(R)NA(R?) = 0.

Existiert ein A € A(X) mit Z(Y) < A4, so folgt A <Y aus (Z). Dies ist ein Widerspruch zu (3). Also
ist
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(4) Z(Y) £ J(X).

Setze X1 := Cx (A(X)), d.h. X ist das eindeutig bestimmte Konjugierte von T in X. Wir betrachten
zunéchst den Fall Z(Y) £ Xy:

Durch geeignete Wahl von y kénnen wir y € Z(R?) annehmen, also RY € Syl,(Crg(y)) und Cj(g)(y) <
RY. Betrachte zuerst den Fall D := Zy N ZJ # 1. Setze C := Cy (D). Sei z € H mit Ry := R*NC €
Syl,(C) und V := (4 (Z(Ry))¢). Nach 2.16 und 2.17 ist V ein elementarabelscher Normalteiler von
C. Wegen (y)J(R) < Cist V < Zy, also V = D. Aus Q1 (Z(R?*)) <V folgt 2-Abgeschlossenheit von
C, also J(R) = J(R?) im Widerspruch zu (3). Damit gilt insbesondere

() Caynzy=1.

Da y quadratisch auf Zy operiert, ist |Cz, (y)| > /g > 2 oder ¢ = 4. Im ersten Fall ist n < 4 wegen
(%), und eine Involution yg € Z(R) \ J(RY) — vgl. (4) — ist wegen der Transitivitit von H auf
Inv(Zp) konjugiert zu einer Involution aus 79\ J(T9), d.h. es existiert ein h € H mit y € T"\ J(T").
Nach Konjugation in Cg(yo) kénnen wir Crr(yo) < R annehmen. yo operiert quadratisch auf den
Elementen von A(R"), also besitzt C' := C 7(r*)(Yo) zwei normale elementarabelsche Untergruppen
der Ordnung 2". Der Fall n > 2 liefert sofort C' < J(R) und damit Z(R") < Z,, und aus (Z) folgt
der Widerspruch J(R) = J(R"). Sei also n = 2 und Dg ~ C' £ J(R). Aus der Struktur von R folgt
Zh = Z(C) < J(R). Wegen (Z) ist A(R) N A(R") # () im Widerspruch zur Operation von yo auf den
Elementen von A(R) und A(R").

Also konnen wir ¢ = 4 und |Cpg,(y)| = 2 annehmen. Setze Q := {r~'r¥|r € J(R)} und R :=
R/Zy. Dann ist © C Cm(y) und |C’m(y)| =4, also Q] < 2% Aus |Q] = |J(R) : Cyr)(y)] folgt
|Cy(ry(y) > 4|. Insbesondere existiert ein x € Cy(g)(y) mit o(z) = 4 und (2*) = Z. Wegen z € RY
folgt Z < (2%|z € R) < J(R?) im Widerspruch zu (4). Damit gilt

(5) Z(Y) < X;.

Sei A e A(X) mit Z(Y)NJ(X) < A. Setze Ay :=Ca(Z(Y)) und Ay := Z(Y)A;. Dann ist |4;] = 2"
und |Ap| = 2" Ist Z(Y) = (yo) fiir ein yo € Y, so folgt fiir (yo, X,Y) anstelle von (yo, R", R)
analog zu oben ein Widerspruch. Also ist |Z(Y)] > 4. A1 = Q;(Cy(x)(Z(Y))) ist y—invariant, wegen
Ay £ Z(J(X)) ist A durch A; eindeutig bestimmt und damit ebenfalls y—invariant, also X = R9. A,
ist y—invariant, also Ay £ J(R). Aus Z(X) < T folgt wie oben Y = RY. Also existiert yo € Z(RI)\T.
In bezug auf yo statt y haben X und Y genau die entgegengesetzten Rollen und es ergibt sich ein
Widerspruch zu (5). Also ist

(6) T = R.

Angenommen, es wire R > J(R). Dann ist R ein semidirektes Produkt einer zyklischen Gruppe
(z) # 1 auf dem Normalteiler J(R). Wiederum mit Verlagerungstheorie folgt, dafl z konjugiert ist
zu einem Element aus (22)J(R). Also ist zp := 22°() konjugiert zu einem Element aus J(R), d.h. es
existiert ein g € H mit z9 € J(RY). O. B. d. A. kénnen wir RYNCx(20) € Syly(Cr(20)) annehmen und
nach Konjugation in Cfr(2g) auch Cr(zp) < R9. Hieraus folgt fiir (29, R, R?) anstelle von (yo, R", R)
wie oben ein Widerspruch.

Damit zerfillt T iiber V', also auch M nach dem Satz von Gaschiitz. |

Wie in [KS] folgt:
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7.2 Satz: Sei G eine Gruppe gerader Ordnung mit O2(G) =1 = O (Q), in der (C) und (Z) gelten.
Sei S € Syl,(G), Z := N (Z(S)), H := O*(G) und R:= HNS. Dann gilt einer der folgenden Fille:

(i) H besitzt eine stark eingebettete Untergruppe.
(i) Z ~ Zs, Z < R, und Z ist schwach abgeschlossen in R beziiglich H.

(iv) H hat lokale Charakteristik 2, und es existieren zwei mazimale 2—lokale Untergruppen Ly, Lo
von H, die isomorph sind zum natirlichen semidirekten Produkt einer SLo(2™) enthaltenden
Untergruppe der T'L3(2™) auf einer elementarabelschen Gruppe der Ordnung 2°". Es gilt |L; N
La|z = |L1]a = |Lala = 237, im Fall n > 2 sogar Syl,(L1) C Syl,(H).
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