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Zusammenfassung

Wir betrachten eine homogene Form f vierten Grades in 4 Variablen und
deren Darstellung f = l‘lL +..4+ l? als Summe von s Potenzen von Linearfor-
men. Fir allgemeine f geben wir das kleinstmogliche s an und bestimmen
die lokale Geometrie aller Darstellungen von f, welche eine 5-dimensionale
Familie bilden.

Fiir allgemeine f ist s = 10 ausreichend und kleinstmoglich. Bei gegebenem
I1,12 gibt es genau zwei verschiedene Kollektionen %1 = {I,...,Ig} bzw.
Yo = {l}, ...,[8} von jeweils 8 Linearformen, die zusammen mit [1,ls eine
Darstellung von f wie oben liefern.

Aus der minimal freien Auflssung des durch F = V(f) C P?® definierten
apolaren Artinschen Gorensteinrings AY, f = f — 14 — 13, erhalten wir
die notwendigen Informationen iiber die Geometrie der Losungen, um fiir
gegebenes f und [y, die beiden Kollektionen ¥; und s zu konstruieren.



Inhaltsverzeichnis

0. Einleitung

Zusammenfasung der wichtigsten Ergebnisse

Notation

1. Apolaritat

2. Quartiken als Summe von Potenzen

2.0. Der Ausnahmefall (n,d)=(3,4)
2.1. Beweis des Hauptsatzes

2.2. Summe von Potenzen von 8 allgemeinen Linearformen

3. Syzygiendarstellungen

3.1. Die minimal freie Auflésung von T /I
3.2. Die minimal freie Auflésung von AY
3.3. Flip einer Matrix

3.4. Geometrie der Darstellungen I

4. Konstruktion der Darstellungen

4.0. Geometrie der Darstellungen II: Die Regelflache X
4.1. Die minimal freie Auflésung von Rx

4.2. Konstruktion der Darstellungen

10

12

15

15
17
24

26

26
29
32
33

38

38
40
49



Anhang

A Halbstetigkeitslemmata'?
B Lemma zur Schnittmultiplizitat

C Macaulayscripten

Selbstandigkeitserklarung

Literaturverzeichnis

52

52
55
57

65

66



0. Einleitung

In dieser Arbeit beschéaftigen wir uns mit der Darstellung von allgemeinen
homogenen Formen d-ten Grades in n+1 Variablen als Summe von Potenzen
von Linearformen [;, d.h.

*) =t

Fiir einen minimal moglichen Wert s(n,d) fiir s, welcher eine solche
Darstellung zulafit, lassen sich folgende Abschétzungen angeben (Lemma
0.3. und 0.5):

(”:lrd) > s(n,d) > (T%H (n;rdﬂ

. .. .. . d
Bis auf einige Ausnahmen fiir (n,d) gilt sogar s(n,d) = [%_H ("
Dieses Ergebnis wurde in den Arbeiten von Alexander und Hirschowitz

([Alexander Hirschowitz]) bewiesen:

0.1. Satz (Alexander-Hirschowitz). Eine allgemeine® homogene Form
fvom Grad d in n+1 Variablen ist darstellbar als Summe von Potenzen von

[n%_l (n;rd)] Linearformen, bis auf folgende Ausnahmen:

d =2 mit s(n,d) =n+1, oder
d=4und n=2,3,4 mit s(n,d) =6,10,15 , oder
d=3und n=4 mit s(n,d) =8

(*allgemein bedeutet: es existiert in jedem der betrachteten Fille (n, d) eine nicht
leere Zariski-offene Menge U, so daB fiir alle f € U die jeweilige Behauptung des
Satzes gilt).

Hierbei werden jedoch nur allgemeine homogene Formen f betrachtet.
Fiir spezielle f kann der fiir s minimale Wert sowohl kleiner als auch gréfer
werden. So ist bis jetzt auch allgemein keine kleinste obere Schranke s(n, d)
bekannt, fir die gilt, dal jede homogene Form vom Grad d in n 4+ 1 Vari-
ablen als Summe von weniger als $(n,d) + 1 Potenzen von Linearformen
geschrieben werden kann. Ebenso ist die Eindeutigkeit der Darstellung bzw.
die Geometrie moglicher Darstellungen bisher nur in einigen Féllen bekannt
([Ranestad, Schreyer]).

In dieser Arbeit studieren wir den Ausnahmefall (n,d) = (3,4).



Im folgenden geben wir fir allgemeines f eine vollstdndige Beschreibung,
wie sich f als Summe von s(3,4) = 10 Potenzen darstellen 1a8t.

Dabei orientieren wir uns an der heuristischen Vorgehensweise Reyes
([Reye 1,2 und 3], 1874). Auf der Basis schnittheoretischer Ergebnisse ([Ful-
ton]) kénnen wir in Verbindung mit computeralgebraischen Berechnungen
(Macaulay2) und Halbstetigkeitsargumenten die Ergebnisse Reyes beweisen.

Der Beweis erlaubt es uns zuséatzlich, genaue Aussagen iiber die Art und
die Anzahl der moglichen Darstellungen zu treffen (Hauptsatz 0.7.) : Sind
mit [1, [ zwei der 10 benétigten Linearformen vorgegeben, so gibt es genau 2
verschiedene Kollektionen ¥y = {I1, ..., Ig} bzw. o = {I1, ..., s} von jeweils
8 Linearformen, die zusammen mit [, /s eine Darstellung von f wie in (*)
liefern. (Reye hatte vermutet, dal durch Angabe von [y, [y die Darstellung
von f eindeutig sei.)

In den Kapiteln 3 und 4 geben wir erstmals ein Konstruktionsverfahren
an, dafl bei gegebenem f und Iy, s die beiden Kollektionen der restlichen 8
Linearformen liefert (Satz 0.10.). Die dafiir benétigte Information iiber die
Geometrie der Losungen erhalten wir aus der minimal freien Auflésung des
durch F = V(f) ¢ P3, f = f— I} — I3, bestimmten apolaren Artinschen
Gorensteinrings AF (zur Definition siche Kapitel 1) :

Identifizieren wir die Linearformen I;, l}, 1 =1,...,8, mit Punkten p; bzw.
p; im Dualraum P3, so liegen die Punktmengen T' = {pi}i und = {pi}i
auf einer durch f und Iy, Iy bestimmten elliptischen Kurve E C P3. Es gibt
dann eine elliptische Kurve E C P7 vom Grad 12 und einen Isomorphismus
§: E — E. E liegt auf einer Regelfliche X C P7 iiber F und die beiden
Punktemengen §(T'), §(T') jeweils auf einem Schnitt vom Grad 4 von X.

0.2. Sei f € k[zo,....,«xn]a , n € N, eine homogene Form vom Grad
d € N {iber einem algebraisch abgeschlossenem Koérper k mit char k t d!. f
kann dann fiir hinreichend grofie s € N als Summe von d-ten Potenzen von
Linearformen I; € k[zg . xp]1, i =1,...,s , geschrieben werden:

f=1+.. 4+

Denn identifizieren wir die Abbildung I — % fiir | € k[zo, ..., 3]; mit der

d-ten Veronese Einbettung P" — PNd¢_ wobei Ny = (”z:d) — 1, so wird PNa

vom Bild dieser Abbildung erzeugt. Fiir eine beliebige homogene Form f wie



oben und Ng + 1 allgemein vorgegebenen Linearformen 1, ...,In,+1 konnen
wir also Skalare A1, ..., An,+1 € k finden, so dafl

f = )\1[(11 + ...+ ANd+1l?lVd+1 = flvil =+ ... +T?Vd+1

wobei sich E als Produkt einer d-ten Wurzel von \; mit [; ergibt. Identi-
fizieren wir die durch eine Linearform [ € k(zo . x,]1 gegebene Hyperfliche
V(l) € P® mit dem entsprechenden Punkt p = V(I) € P* im Dualraum, so
erhalten wir folgendes Ergebnis:

0.3. Lemma. Fir eine beliebige homogene Form f € K|z, ..., xn]q und
Ng+1= (”ji'd) vorgegebene Punkte p1,...,pn,+1 € P" in allgemeiner Lage
lassen sich Linearformen l; € klzo . xn]1, 1 =1,...,Ng+ 1 angeben, so dafi

V(l;) = pi fir alle I; # 0 und

f=1+  +1%

0.4. Beispiel. Fiir f, eine beliebige homogene Form 4-ten Grades in
4 Variablen, und 35 Punkte pi, ..., pss € P? in allgemeiner Lage lassen sich
Linearformen l; € k[zo,. x3]1, 1 = 1,...,35 angeben, so daf8 V(I;) = p; fir
alle l; # 0 und

f=U4 . 415

Im Folgenden richtet sich unser Interesse auf den kleinstmoglichen Wert
s(n,d) , den s in (*) fiir allgemeines f annehmen kann. Setzen wir in einer

solchen Darstellung I; = a(()i)xo + ...+ a,(f)a:n mit ag.i) ek, i=1,..,s und
j=0,1,....,n,s0ist I +...+1% von den s(n+ 1) Koeffizienten a'? abhangig,

J
wohingegen f durch genau (";d) Parameter bestimmt ist. Wir erhalten

demnach folgende Abschatzung fiir s(n,d):



0.5. Lemma. Fir eine allgemeines f € k[xo, ..., xp]q ist

s(n,d) > [ ("5

Wie bereits in Satz 0.1. erwdhnt gilt bis auf einige Ausnahmen fiir
(n,d) auch s(n,d) = (n%rl(”;d)] Dafl der in dieser Arbeit betrachtete Fall
(n,d) = (3,4) ein solcher Ausnahmefall ist, zeigt der folgende Satz:

0.6. Satz. Fir f, eine allgemeine homogene Form 4-ten Grades in /
Variablen, bendtigt man mindestens 10 Linearformen ly, ..., 119 € K[zg, ..., xx)1
fiir eine Darstellung wie in (*), wohingegen 9 = [% (Zﬂ Linearformen nicht
ausreichend sind. Es gilt also: s(3,4) = 10.

Des weiteren stellt sich die Frage, welche Punktemengen I' = {p1, ..., p10} C
P iiberhaupt eine Darstellung f = I{+ ...+, mit p; = V(I;) € P3 zulassen.
Der folgende Satz liefert uns eine vollstdndige Antwort auf diese Frage:

0.7. Hauptsatz. a) Sei f eine allgemeine homogene Form vom Grad
4 in 4 Variablen, p1 € P3 ein allgemeiner Punkt und ps ein willkirlich
gewdhlter allgemeiner Punkt auf der zu f beziiglich p1 apolaren Quadrik
Qp, C P? (zum Begriff der Apolaritit siche Kapitel 1). Der Schnitt der zu f
beziiglich p1 bzw. p2 apolaren Quadriken @Qp, bzw. Qp, ist dann eine glatte
elliptische Kurve E vom Grad 4.

b) Es existieren dann genau zwei paarweise verschiedene Punktmengen
Iy = {ﬁ?n "'7}58}7 Iy = {]537 '-'7}310} und Linearformen l17 l2,l_17 ) l_8> lva SY) ZS7
sodaf f=11+1+0G. +0 =11 +05+ 1+ ..+ 13 mit pp = V() € P3
fir i = 1,2 und p; = V(I;) € P? baw. p; = V(I[;) € P? fir j = 1,...,8 .
Zudem erhalten wir, dafi 'y, 'y C E und die Linearformen [;, l},l} bis auf
4-te Einheitswurzeln eindeutig bestimmt sind.

Hieraus kann man direkt folgern:

0.8. Satz. Seien l;, i = 1,...,8 , Linearformen mit Punkten p; =
V(l;) € P3 in allgemeiner Lage vorgegeben und f = I} + ... +13. Dann
gibt es noch genau eine zweite, von der ersten verschiedene Darstellung f =
B4 .+, € Klzo,...,z3]1, wobei die Punkte p; = V(I;) € P3 und
1 r ’ 9 9 9 p
i = V(I;) € P? alle auf dem Schnitt der beiden zu f apolaren Quadriken
liegen.



0.9. Beispiel. In einem konkreten Beispiel fiir f als Summe von 8
Potenzen:

f=wrrs+y)t+wtz+2)'+(w+z+y+2)'+ (w+y+2)'+
tw—r—y+w-—y—2)+(w—-—z—-2)"+(w—150—y—2)*

konnen wir anhand unseres Konstruktionsverfahrens (Satz 0.10.) die zweite
Darstellung von f numerisch gendhert angeben:

~(0.952142210 8w + 1.245348 113z + 0.952 142210 8y + 0.952 142210 82)4 +
(0.965964 132 1w + 0.07 004 997 605z — 0.965 964 132 1y — 0.965964 132 12 Ly
(0.986 775251 6w — 1.249647 982z — 0.986 775 251 6y — 0.986 775 251 6z)4 +
(0.989853 633 6w — 1.206 844 197z — 1. 056 446 008y — 0.150 398 189 6z)4 +
(0.989853 634 3w — 1.206 844 198z — 0.150 398 189 7y — 1. 056 446 0092)4 +
(1.018965 318w + 0.835 755373 2z — 0.118 675 683 9y + 0.954 431 057 22)4 +
(1.018965 318w + 0.835 755373 3z + 0.954 431 057 2y — 0.118 675 683 9z)4 +

+ (1.064 319 304w + 0.112096 146 7z + 1. 064 319 304y + 1. 064 319 3042)4

f
_|_
+
_|_
+
+
+

Die Abweichung der jeweiligen Koeffizienten von f und der oben angegebe-
nen Niherung liegt etwa im Bereich von 10~7. Eine exakte Angabe der Koef-
fizienten als algebraische Zahlen wére in diesem Fall auch mdéglich, allerdings
wéren die Ausdriicke viel zu umfangreich.

Ist f=11+..+ l§ wie in Satz 0.8. vorgegeben, so lassen sich die Ver-
schwindungsideale Ir,, Ir, der beiden Punktemenge I'y = {p1,...,ps} C P3
bzw. 'y = {p1,...,pg} C P3. angeben. Hierzu wird entscheidend Gebrauch
von der geometrischen Lage von I'; und I'y gemacht:

0.10. Satz. Seien die Voraussetzungen wie in Satz 0.8 gegeben und
Iy = {p1,....ps} C P bzw. Ty = {p1,....,p8} C P3. Ty und Ty liegen
dann auf einer elliptischen Kurve E vom Grad 4, dem Schnitt der beiden
zu f apolaren Quadriken. FEs existiert dann eine elliptische Kurve E c P’
vom Grad 12 und ein Isomorphismus § : E — E. Weiter lGft sich eine
Regelfliche X iber E angeben, die E enthdlt, sowie zwei lineare disjunkte
Unterriume Ly, Lo =2 P3 in P” mit folgenden FEigenschaften:

(1) LiNE=46() und LyNE =6 (Ty)

(2) Mit m : E — FEs C Loy bzw. 7o : E — E C Ll seten die Projektio-
nen von Ly auf Lo bzw. von Lo auf Li bezeichnet. E wird dann vermdge



m bzw. wo auf die elliptische Kurve Ey bzw. FEo isomorph abgebildet. E4
und Fo sind dann jeweils Schnitte von X vom Grad 4.

(3) L1 = 7m0r,(1) und Lo = w301, (1) sind zwei invertierbare Gar-
ben auf E mit X = P(L; @ Ls). X ist durch |Op(z,02,)(1)| in PT pro-
jektiv normal eingebettet und der homogene Koordinatenring Rx wvon X,
R = K[yo, ..., y7] der homogene Koordinatenring von P7, hat minimal freie
Auflosung Fr,

196 793

Fr 0— R(=8) % R8(—7) L& R20(—6) & R12(—4) & RS(—5) &

I
93 po4 2 Y2 p12 U1
= R*(-3)® R*(-4) 3 R*(-2) > R— Rx — 0

(4) Sei U3 : R'S(—5) — R?(—4) die Beschrinkung der in Fr, auftre-
tenden Abbildung V3 : R'*(—4) & R°(-5) — R*(-3) ® R*(—4). Dann
qgilt:

V(ann coker 1§3) =L1ULy

Notation. Fortan bezeichne k einen algebraisch abgeschlossenen Korper
mit char k = 0 und S den homogenen Koordinatenring k[zy, ..., z,] des P"
bzw. T = K[y, ..., 0] den homogenen Koordinatenring des P". Des weit-
eren wird Gebrauch vom Syzygientableau eines graduierten S-Moduls M
gemacht: Sei also 0 «— M «— Fy «— I} «— ... «— F,, «<— 0 eine minimale freie
Auflosung von M mit F; = @S5 (—j) , dann schreiben wir das Syzygien-
tableau von M in der Form:

Boo  Bu Ba2 - - - fpn,n
Bor  Pi2 Bz - - - Buntl
ﬁOm ﬁl,m—i—l ﬁQ,m—i—l o Bn,n—l—m

10



Dabei bezeichne m die Castelnuovo-Mumford Regularitat von M. Fiir alle
Bettizahlen 3;; = 0 schreiben wir kiirzer ein ”-”. Fiir graduierte T-Moduln
gelte entsprechendes.

So nimmt beispielsweise das Syzygientableau einer twisted cubic in P3
die folgende Gestalt an:

Das Verschwindungsideal der twisted cubic hat also drei quadratische Erzeuger,
welche 2 linearen Relationen gehorchen.

Mit dieser Notation hat die Auflésung Fr, aus Satz 0.10.(3) folgendes
Syzygientableau:

1 - - - - - _
- 12 24 12 - — —
- - 2 16 20 8 1

Sei R ein Ring, M ein endlich erzeugtes R-Modul und

R™ 5 R"— M —0

eine Darstellung von M. Bei gewéhlten Basen in R™ und R"™ 148t sich ¢
durch eine n x m Matrix A mit homogenen Eintragen in R darstellen. Fiir
0 < k < min(m,n) bezeichne dann Ij(y) bzw. Ij (A) das Ideal, welches
durch die k& x k& Minoren von A erzeugt wird. I(p) = I(A) := Lanky(p) ist
dann unabhéngig von der obigen Darstellung.

11



1. Apolaritat

Im folgenden Kapitel fithren wir eine Reihe von haufig benutzten Begrif-
fen und Notationen ein, von denen wir vor allem in Kapitel 2 des Gfteren
Gebrauch machen werden. Der Begriff der Apolaritdt wurde bereits, wenn
auch in etwas anderer Weise, von Reye ([Reye 1]) eingefiihrt und spielt eine
zentrale Rolle in der Betrachtung von Darstellungen von allgemeinen homo-
genen Polynomen als Summe von Potenzen von Linearformen.

Sei S = k[zg, ..., xy] und T = k[0y, ..., 0y]. T operiert auf S durch Dif-

ferentation:

(")0‘(:6/3) = a!(ﬁ)xﬂ_o‘

a

wenn # > « und 0 sonst. « und (3 bezeichnen hier Multiindizes und (g ) =
I (5 ZZ) Den allgemeinen Fall erhalten wir durch lineare Fortsetzung. Ebenso

operiert auch S auf 7', indem wir diese Operation auf den Erzeugenden wie
folgt definieren:
2P (0%) = ﬁ!(g)aa*ff
Die Polare einer Form f € S in einem Punkt a = (ag : ... : a,) € P" ist dann
durch P,(f) mit P, =) a;0; € T gegeben.
Mit obigen Notation ergeben sich demnach die folgenden Ergebnisse:

1.0. Lemma u. Definition.

(a) Pf) = f(PI) = dif(a) mit f € Klag,,zaa ,d €N

(b) f(P")=0<% f(a) =0 fir alle natirlichen Zahlen m > d .

Wir sagen dann, daf$ zwet homogene Formen f € S und D € T apolar sind,
wenn f(D) = D(f)=0.

12



Beweis. (a) Es reicht die Behauptung fiir ein Erzeugendensystem von

S zu zeigen. Sei also f = zf°..xzh" , w € k fir i = 0,...,n und Y p; = d.

Dann gilt:
PA(F) = (Caid) (f) = Grim (a000) .. (a0 )" (") =

= (a°...ah") (PY) = dlaf°...ah" = d!f(a)

wegen (a
(a)

(b) fla)=0< ff(a) =0Vf€klzo,..., 2nlm—d

<:>Jg(f(P¢§n)) :vaEk[an---axn]m—d@f(Pgn) =0
O
1.1. Definition und Lemma. Sei f eine homogene Form vom Grad
d in n+1 Variablen und F =V (f) C P", dann definiere
Ft=ft={DeT:D(f)=0}
und AY = T/F+ . AF ist dann ein 0-dimensionaler Gorensteinring mit
Sockel im Grad d.
Beweis. Wegen P,(D(f)) = 0 VP, € T1 < D(f) = 0 oder D €
T, hat AF eindimensionalen Sockel. A ist demnach ein 0O-dimensionaler

Gorensteinring mit Sockel im Grad d (siehe auch [Eisenbud] Ex. 21.7).00

Fortan identifizieren wir .S bzw. T mit dem homogenen Koordinatenring
von P" bzw. P und F' = V(f) C P" sei eine Hyperflache vom Grad d.

1.2. Definition.

Eine Unterschema T' C P™ nennen wir apolar zu f <= Ir C f+ c T.

13



1.3. Lemma. Sei T = {p1,...,ps} C P" eine Kollektion von Hy-
perflichen in P™ bzw. p; = V(I;) € P* mit l; € K[z, ...,zp]1 firi=1,..,s
und f € Kk[xo,...,zn]q, F =V (f) CP". Dann gilt:

I ist apolar zu F < AX1,.., A\ €k: f= )ql‘li +o e

Beweis. 7 =7 : Ein Element {D — D(g)} € Hom(Ty,k) = Sq, g € Sa,
liegt in Hom (R4, k), R = T/Ir, genau dann, wenn D(g) = 0 fiir alle D €
(It)q. Fir D € Ty sind durch D(l,fl) = 0 Vi, je nach Lage der Punkte p;, k < s
linear unabhéngige Bedingungen an die Koeffizienten von D gestellt, also ist
dim Ry = k < s. Andererseits erzeugen {D — D(I1%)} € Hom(Rg4,k) einen
k-dimensionalen Untervektorraum von Hom(Rgy, k), woraus wir Hom(Rg, k) =
({D — D(I$)}); schliefen. Da I' apolar zu F' vorausgesetzt war, haben wir
(0) C Ir C F*. Dies induziert die Inklusion

k = Hom(AL k) € Hom(Ra,k) C Hom(Ty, k) = Sy
die 1 € k auf f € Sy abbildet. Es gilt demnach: D(f) = A\ D({) + ... +
AsD(19) = DA + ... + X\sl9) fiir geeignete Ai, ..., \s € k und folglich f =
MU+ Al

P f= AR ) =0 fiirge Ip,i=1,..,s= Ip C FL.O

14



2. Quartiken als Summe von Potenzen

In diesem Kapitel werden wir den eingangs formulierten Hauptsatz beweisen.
Analog zur Vorgehensweise Reyes ([Reye 3]) zeigen wir, dafl jedes allgemeine
homogene Polynom f vierten Grades in 4 Variablen als Summe von 10, und
nicht weniger, 4-ten Potenzen von Linearformen geschrieben werden kann.
Dariiber hinaus geben wir eine Anleitung, wie alle solche Linearformen zu
bestimmen sind. Dabei ist es oft notwendig die von Reye gegebenen Aus-
sagen, welche haufig eher Vermutungen als exakte Beweise darstellen, mit
Hilfe schnittheoretischer Ergebnisse mathematisch genau zu formulieren und
zu bestatigen. Um die Schnittmultiplizitdten zu bestimmen, mufiten wir
dazu Gebrauch von computeralgebraischen Berechnungen in einem Beispiel
fir f verwenden, um dann mit Hilfe von Halbstetigkeitsargumenten Aus-
sagen fiir den allgemeinen Fall treffen zu konnen (2.1.4.). Schliefllich erhal-
ten wir ein Ergebnis (Hauptsatz 2.1.), daf8 in der Anzahl der Darstellungen
von f von Reye nicht erwartet worden war ([Reye 3] S.129).

Wie bereits in der Einleitung erwahnt, kann bis auf wenige Ausnahmen

fir (n,d) ein allgemeines f € k[xzo, ..., )4 als Summe von [%H ("Zdﬂ d-
ten Potenzen von Linearformen dargestellt werden. Der Fall (n,d) = (3,4)

stellt eine solche Ausnahme dar. So zeigt der folgende Satz, dafl s(3,4) >

t1=9:

2.0. Satz. Fine allgemeine homogene Form fvom Grad 4 in 4 Vari-
ablen lafit sich nicht als Summe von 9 vierten Potenzen von Linearformen
schreiben.

Beweis. Angenommen, es gibe eine Darstellung f = A\l + ... + )\glé,
dann kénnte man eine quadratische Form D € T = k[0, ..., 03]2 angeben
mit D € It € AF, wobei T' = {p,...,po} C P3, p; = V(I;) fiir i = 1,...,9
und F = V(f). Sei D = appd} + ap10001 + ... + a3303 = E\a|=2 a,0% und
f= Z|B|=4 cpr” mit Multiindizes a, 3.

D(f) = 0 ist dann dquivalent zu einem linearen Gleichungssystem in den
Variablen a;; :



= aac/ga!(g)xﬁ*a =0
lor|=2, |B|=4

= > (X aacaJrga!(o‘Zﬁ)) =0,
|B]=2 |a|=2

= > ( 2 3a7ij07ij+7k17ij!(%J;:kl)) zw =0 |

wobei mit y;; der Multiindize mit 7% = x3,2; bezeichnet werde. Mit A;j; :=
c%j+7kl’yij!(7”;f7’“’) ist D(f) = 0 dquivalent zu
ij

> Aijklaij =0Vk,1=0,..3mit k <
0,...,3

k,1=0,...,

k<l
Aoooo Aotoo - - - A3300 apo
Agoor Aot - - - Assol ao1
<= =0
Apozs Aoizz - - - Asssz ass

Fiir Punkte p; in allgemeiner Lage hat obige 10 x 10 Matrix vollen Rang,
d.h. agp = agy = ... = azz = 0 ist die einzige Losung und somit D = 0, also
folgt die Behauptung.[]
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2.1. Hauptsatz. a) Sei f € Kk[zo,...,x3]4 eine allgemeine homogene
Form vom Grad 4 in 4 Variablen, py € P3 ein allgemeiner Punkt und py ein
willkirlich gewdhlter allgemeiner Punkt auf der zu f beziglich p1 apolaren
Quadrik Q,, C P3. Der Schnitt der zu f beziglich p; bzw. ps apolaren
Quadriken Q,, bzw. Qyp, ist dann eine elliptische Kurve E vom Grad 4.

b) FEs gibt dann genau zwei paarweise verschiedene Punktmengen 'y =
{p3,...,ps}, T'a = {P3,..., P10} und Linearformen ll,l27l_1,...,l_g,l~1,...,l~8, s0
daf f =1+ + 1+ =1+ 18+ 1+ .+ 18 mit pp = V() € PP fir
i =1,2 und p; = V(I;) € P? baw. p; = V(I;) € P° fiir j = L,..,8. Zudem

erhalten wir, daff I'1, I's C E und die Linearformen l;, l;,1; bis auf 4-te
Einheitswurzeln eindeutig bestimmt sind.

Reye hatte in seinen Arbeiten ([Reye| S.129) vermutetet, dafi durch
Angabe der Punkte p; und py die restlichen 8 Punkte eindeutig bestimmt
seien. Der Beweis des Hauptsatzes zeigt jedoch, dal Reye in diesem Punkt
irrte. In den Kapiteln 3 und 4 werden wir beide Losungen explizit bestim-
men.

Der Beweis des Haupsatzes geht aus den folgenden 4 Unter-
punkten (2.1.1-2.1.4) hervor:

2.1.1. Lemma. Sei f € klxo,...,x3],. Existieren 3 zu f apo-
lare irreduzible quadratische Formen Dy, Do, D3 € k[0, ..., 03]2, deren Ver-
schwindungsmengen Q1,Qa, Q3 C P? sich in 8 verschiedenen Punkten T' :=
{p1,...,ps} C P3 schneiden, so lassen sich ly,...,13 € k[xo, ..., &3]y angeben
mit p; = V(I;) oder I; =0 fir i=1,...8 und f =1} + ... + 3.

Beweis. Q1N Q2N Q3 = T ist ein vollstandiger Durchschnitt, d.h.
Ir = (D1, Dy, D3) ([Harris] Prop. 17.18). T'ist demnach zu F = V(f)
apolar und deshalb folgt mit Lemma 1.3. die Behauptung.[d

2.1.2.0. Wir kommen nun zur zentralen Fragestellung, wie man zu einer
allgemein vorgegebenen homogenen Form f = Z‘ B|=4 05:178 in 4 Variablen

Punkte p1, ..., p1o € P? findet, die eine Darstellung

(*) f=l+.. +1mit V(;) =p; oder [; =0 fiir i = 1, ..., 10
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erlauben. Wir konnen o.E. annehmen, dafi alle [; ungleich 0 sein miissen,
da sich ansonsten f als Summe von weniger als 10 vierten Potenzen von
Linearformen schreiben liele, was nach Satz 2.0. fiir allgemeines f nicht
moglich ist.

Sei also p = V(1) € P3 ein beliebig gewihlter Punkt mit I = agzg + ... +
aszs € klzg, ..., z3]. Gibt es eine Darstellung von f wie in (*) mit p = p; und
[ =1; fiir ein i € {1,...,10}, dann liegen die neun Punkte {pi,...,pi0} \ {p:}
auf einer eindeutig bestimmten Quadrik @,. Da ( fL)2 = 0 ist p kein Punkt
auf @,. Die diese Quadrik bestimmende Form

Dp = Z aij(?i@j = Z 0% mit aij € k

i,j=0,..., 3 la=2

nennen wir dann die zu f beziiglich p apolare quadratische Form und
ihre Verschwindungsmenge @, = V(D)) die zu f beziiglich p apolare Quadrik.
Man beachte, daf§ D), bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig bestimmt ist.
D,, hat folgende Gleichung zu erfiillen (zur Notation siche Beweis von Satz
2.0):

(%) D,(f) = Dp(I*) = AI? mit einem \ € k

& (Y and®)( Y cpr®) = Magzo + ... + azxs)?
|or|=2 |6]=4

e 2 (X 3aijcfw+wkl%‘j!(”ﬁ]’”))ﬂﬁkxz:
k<l i<j

=X > wlagaxrx; (g wie im Beweis zu 2.0.)
k,1=0,...,3
k<l

(**) ist also dquivalent zu einem linearen Gleichungssytem in den 11 Un-
bekannten a;; und A, welches fiir alle k,l = 0,...,3 , k < [, und A =
c%j+7kl'yij!(”j7tj7kl) folgende Form annimmt:

(**%) —Mymaga; + apoAookt + ao1 Aotk + .. + a3z Assp =0
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Sei & = V (&omo+Erz1+Eama+Esms) € P3, &, ..., & € k, ein Punkt auf Q,, d.h.

¢ erfiillt die Gleichung ) ij=0,...3 a;;&€; = 0, dann liefert diese Bedingung
i<j

an ¢ auch eine lineare Gleichu]ng in den Variablen a;;. Zusammen mit den

in (***) gegebenen Gleichungen erhalten wir ein lineares Gleichungssytem

in den 11 Unbekannten a;;, A bestehend aus 11 Gleichungen:

2 2
0 &6 && - - - & A
2
—ag  Aoooo Aotoo - - - As300 aoo
—apar  Agoor Aoion - - - Asszol ap1
) : } . : -0
P
—a3  Aoozs Aoizz - - - Assss ass

=:A(§,a) mit a=(ao,...,as)

Dieses hat genau dann eine nichttriviale Losung, wenn D(&, a) := det A(§,a) =
0. Fir allgemein gewahltes a ist D(§, a) eine bihomogene Form vom Bigrad
(2,2) in den Variablen &, ..., {3 und ay, ..., ag. Ersetzen wir in D({, a) noch §;
durch 0;, so erhalten wir die gesuchte quadratische Form D,,. Dariiber hin-
aus ist D(§,a) symmetrisch in den Eintrégen £, a, d.h. D(§,a) = D(a,§).
Liegt also ein Punkt p auf @), , so ist umgekehrt p ein Punkt der Verschwin-
dungsmenge von Dj. Alle selbstapolaren Punkte { € P? (Notation nach
[Reye 3]), d.h. & € Q, liegen demnach auf einer Quartik im P3, die durch
die Gleichung D(&, &) = 0, wenn wir noch &; durch 0; ersetzen, gegeben ist.

2.1.2.1. Sei f Summe von 10 vierten Potenzen von Linearformen
l1,...,l1p mit Punkten p; = V(l;) € P3 in allgemeiner Lage. Durch die
8 Punkte ps,...,p10 lassen sich dann genau zwei unabhéngige irreduzible
Quadriken Q; = V (¢;), q; € k[Dp, ..., 03]2, legen. Diese schneiden sich in einer
glatten elliptische Kurve E vom Grad 4 ([Hartshorne] Ex. 7.2). D,, und D,
lassen sich dann jeweils als Linearkombination von ¢; und gy schreiben. Fiir
allgemeine p; und py ist somit £ = Q,, N Qp,. Die Glattheit von @), N Qyp,
folgt demnach auch fiir allgemeines f.

Wir kommen nun zur Konstruktion einer Darstellung von f wie im
Hauptsatz 2.1. behauptet:
Erlaubt ein allgemein gegebenes f eine Darstellung (*) in der p; vorkommt,

dann ist Dy, (f) = D, (1) = 122228 — 612D, (12) und somit Iy bis
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auf 4-te Einheitswurzeln eindeutig bestimmt. Sei nun weiter po = V(l2)
€ P? ecin allgemeiner Punkt auf der zu f beziiglich p; apolaren Quadrik
Qp,. Gibt es eine Darstellung (*) von f, in der ps vorkommt, so ist auch
lo bis auf 4-te Einheitswurzeln eindeutig bestimmt. Die restlichen 8 Punkte
p; = V(I;) € P?, i = 3,...,10, miissen dann auf der elliptischen Kurve E :=
Qp, N Qp, liegen. Des weiteren gilt fiir jeweils zwei Punkte p;, p;, ¢ # j, dafl
Pi € Qp, bzw. p; € Qyp,.

2.1.3. Satz. Sei f eine allgemeine homogene Form vom Grad 4 in /
Variablen und p, € P3, py € Qp, allgemein gewdhlte Punkte. Existiert dann
ein Punktetupel (p,q,r) € E x E x E mit paarweise verschiedenen Punkten
D, q, 7 und q € Qp, 7 € Qp, ¢ € Qp, so existiert genau eine Darstellung

f= lzl’L + ...+ lzllo mit lq,...,l10 € k[xo, ...,1‘3]1

mit V(1) = p1, V(o) = p2,V(l3) = p, V(Ia) = q und V(l5) = r (bis
auf Anordnung der ;). Alle Linearformen [; sind dann bis auf 4-te Ein-
heitswurzeln eindeutig bestimmdt.

Beweis. Seien l1,lp wie in 2.1.2. ausgefiithrt bestimmt. 1[,, Iy, I, €
k[xo, ..., z3]1 sind durch Dy(f) = D, (I3), Dy(f) = Dy (I3) bzw. D.(f) =
D, (I}) und p = V (1), ¢ = V(lg) bzw. r = V() bis auf 4-te Einheitswurzeln
eindeutig bestimmt. D;, Do und D, sind drei zu f — I} — 13 — lé apo-
lare quadratische Formen, deren Verschwindungsmengen sich in 8 Punk-
ten ¢, 7, s1, ..., 8¢ schneiden. Nach Lemma 2.0. gibt es dann Linearformen
Zq,ir,gl,...,gﬁ € klzo, ..., x3]; mit ¢ = V(Zq) v [q =0,7r= V(l;) Vi, =0,
sk = V(gr) Vgr =0 fir alle k =1,...,6 und

(1) f-l-B-v=0+0+g+.. + g
Analog erhalten wir drei zu f—I} —l%—l‘q1 apolaren quadratischen Formen D;,

Dy und Dy, deren zugehorige Quadriken sich in den 8 Punkten p,r,t1,...,t6

schneiden. Es lassen sich dann Linearformen 0, [7, hy, ..., he € k[zo, ..., x3]1

mit p=V([5) Vi, =0,r=V() VI =0,t,=V(hg) Vh; =0 und

(2) -G =0 41+ hi+ .. 4 hg
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angeben. Die Differenz der beiden Gleichungen (1) und (2) ist dann:

0= (4 — 1)+ (= I + (14 = ) + b + oo+ i — (g + o+ )

+ I+ 4+ h+ .+ hg— (g1 + ..+ 95)

mit Linearformen [,,l,, 1, € klzo,...,x3]; und p = V(l,) VI, = 0, ¢ =
V() Vig=0,r=V(,) VI = 0. Anwendung von D, auf (3) ergibt

(4) =2+ hi+ . +hd

wobei hy,l, € k20, ..., 23], und p = V(I,) VI, = 0, t), = V(hy,) V hy = 0 V.
Streichen wir alle Terme in (4), die 0 sind, so erhalten wir eine Darstellung
der 0 wie folgt:

(5) 0=wi+..+w}

mit g < 7 und wy, € k[xo, ...,3}3]1, ep = V(wk) ek

Wir zeigen nun, dafl ig = 0 sein muf: Da E vollstandiger Durchschnitt
zweier irreduzibler Quadriken ist, kann F keine drei kollinearen Punkte ent-
halten. Wir schlielen nun ig # 0 sukzessive aus.

io = 7 : Da deg E = 4 hat E mit einer Hyperebene in P? genau 4 Punkte
gemeinsam. Liegen vier der 7 Punkte ey, ..., e7 auf einer Ebene L; = V' (dy)
mit d; € Kk[Dp,...,03]1 , dann kénnen wir durch zwei der iibrigen Punkte
eine weitere Ebene Lo = V(da) mit da € k[0, ..., 03]1 legen, die den letzten
Punkt, o.E. sei dieser der Punkt ey, nicht enthalt. Liegen keine vier der 7
Punkte e, ..., e7 auf einer Ebene, so sei L; eine Ebene durch eq,es und eg
und Lo eine Ebene durch ey4, e5 und eg, die e7 nicht enthilt. D = d;ds ist
also in jedem Fall eine quadratische Form mit 0 = D(w%). Folglich muf}
wy = 0 sein, also ig # 7.
ig =1, ..., 6 filhren wir auf analoge Weise zum Widerspruch.
Fiir die Darstellung in (4) ergibt sich folglich, daf l;, =hy =..=hg=0.
Da einer der Punkte ¢1,...,%¢ nicht auf @), liegt, o.E. sei dies der Punkt g,
muf} wegen D, (h¢) = fz% = 0 auch hg = 0 sein, also liefert (2) die gesuchte
Darstellung:
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=0+ + @) 1+ )+ hi+ ..+ by
O
Fiir f wie in 2.1.3. ist p; = V(l;) € Qp, fiir alle 4,7 = 3,...,10, i # j.
Somit liefert jede solche Darstellung genau 3!(2) = 336 verschiedene Punk-

tetupel (p,q,r) mit paarweise verschiedenen Punkten p,q,r, die folgende
Bedingung erfiillen:

(B) (p,g,r) EEXEXEmit e Qp, 7€ Qp, g€ Qr, E=Qp NQp,

2.1.4. Hilfssatz. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt:
Es gibt genau 672 unterschiedliche Punktetupel (p,q,r) mit paarweise ver-
schiedenen p,q,r, die (B) erfillen. Es folgt daraus, dafi f genau zwei
voneinander verschiedene Darstellungen von f als Summe von 4-ten Poten-
zen von Linearformen besitzt, die genau die Linearformen 11 und lo gemein-
sam haben.

Beweis. FE x E x E 148t sich als Schnitt der Hyperflachen

Hy:=Qp, x P3 x P3, Hy :=Qp, x P3 x P3, Hy :=P3 x Q,, x P3,
Hy =13 x Qp, x P3, Hy :=P3 x P? x Q,, und Hg := P? x P? x Q,,

darstellen. Dartiber hinaus seien
Hyp:={(z,y,2) e PP xP3 xP?: y € Q,},
Hos := {(v,y,2) € PP x PP x P?: 2 € Q,}

und  Hiz = {(z,y,2) e PP x P3 xP3: 2 € Q,}
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die Hyperflichen in P3 x P xP?, die die gegenseitigen Apolarititsbedingungen
der Punkte p, q,r beschreiben. Alle Punktetupel (p,q,r), die (B) erfiillen,
liegen also auf dem Schnitt der 9 Hyperflichen Hy, ..., Hg, H12, Hos, Hog. Fiir
den Chow Ring A*(P3 xP3xP3) gilt, da A*(P3xP3xP?) = Z[s, t,7]/(s*, t, %)
([Fulton] §8). Dabei reprisentiert s3t3r3 die Klasse eines Punktes, d.h.
[pt] = s3t3r3. Weiter gilt aufgrund der Bihomogenitit von D(£,a) vom Bi-
grad (2,2), dafl

[H1] = [Ha| = 2s, [Hs| = [Hy] = 21, [H5| = [He] = 2r

und [ng] = 25 + 2t, [Hgg] = 2t + 2r, [H13] = 2s + 2r.

Fiir die Anzahl N der Punktetupel (p,q,r) (mit Vielfachheit), die (B)
erfiillen, ergibt sich demnach:

(H1] - [Ho] - [H3] - [Hy] - [Hs] - [He] - [H12] - [Ho3] - [H13] =
= 2952212 (s + ) (s + 1) (t + 1) = 2193313 = 210pt] = N =210

Alle selbstapolaren Punkte liegen auf einer Quartik Q@ C P3. Durch
Rechnung in einem Beipiel und Anwendung von Halbstetigkeitsargumenten
zeigen wir, da} Q N E fir allgemeines f und allgemein gewédhlte Punkte
p1, p2 nicht singuldr ist, d.h. die Schnittmenge besteht aus genau 16 paar-
weise verschiedenen Punkten. Ebenso zeigt eine Beispielrechnung, daf} alle
Punktetupel (p,p,p) mit p € Q N E einfache Schnittpunkte der 9 obigen
Hyperflichen sind. Davon gibt es somit genau 16 (sieche Anhang A.1.-A.2
und C.1.).

Es soll nun die Anzahl N aller Punktetupel (p, ¢,7) aus (B) mit p = q #
rVp=r#qVq=r # pbestimmt werden. Fiir selbstapolare Punkte p € £
hat @), auler p € QN E noch 7 von p verschiedene Punkte ¢1,...,¢7 mit E
gemeinsam. Rechnung in einem Beispiel fiir f zeigt, dafl diese Punktetupel
einfache Schnitte der 9 Hyperflichen sind (siehe Anhang A.1.-A.2. und
C.1.). Folglich gilt N =16-3 -7 = 336.

Fiir die Anzahl M (mit Vielfachheit) von Punktetupel (p, ¢, ) im Schnitt
von Hy, ..., Hg, H12, Hos, Ho3 mit paarweise verschiedenen Punkten p, ¢, r er-
halten wir demnach:
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M=210—-16-336=672=2-3!(})

Es folgt also die Existenz eines solchen Punktetupels (p,q,r) und somit
auch die Existenz einer Darstellung von f wie in 2.1.3. Wie bereits oben
ausgefiihrt, liefert eine solche Darstellung genau 336 verschiedene Punkte-
tupel (p, q,r) mit paarweise verschiedenen p, g, r, die (B) erfiillen. Wieder
zeigen wir durch Rechnung in einem Beipiel und Zuhilfenahme von Halb-
stetigkeitsargumenten, dafl diese Punktetupel einfache Schnittpunkte der
Hyperflichen Hj, ..., Hg, H12, H13 und Hs3 sind (siehe Anhang A.1.-A.2., B
und C.1.). Daraus folgt die Behauptung.[]

Wir haben damit den Hauptsatz bewiesen. Eine unmittelbare Folgerung
desselben ist

2.2.0. Satz. Seien [; € k[xg,...,z3]1 , 1 = 1,...,8 , Linearformen mit
Punkten p; = V(I;) € P3 in allgemeiner Lage vorgegeben und f = l‘f+...—|—l§.
Dann gibt es genau eine zweite, von der ersten verschiedene, Darstellung
f=04 ..+, 1 €Kz, ..., x3]1, wobei die Punkte p; = V(I;) € P? und
Di = V(ZZ) e P3 alle auf dem Schnitt der beiden zu f apolaren Quadriken
liegen. Die auftretenden Linearformen sind bis auf 4-te Einheitswurzeln
eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien l; € klxg,...,z3]1 , i = 1,...,8 , Linearformen mit Punkten
p; = V(I;) € P? in allgemeiner Lage Vorgegeben und f =1} +.t+ I3, dann
kann man zwei weitere Linearformen [, ! wahlen, so daf3 {l, l, li,... lg} eine
allgemeine Kollektion von 10 Linearformen darstellt. Auf f* := [4 4%+ I+

..++1§ wenden wir den Hauptsatz an: Bei festen [, [ gibt es fiir f = I+ +l4
noch genau eine weitere verschiedene Darstellung l4 + ...+ l4 von f, wobei
alle Punkte p; := V(l ) € P3 genau wie die Punkte p; auf dem Schnitt F
der beiden zu f* beziiglich p = V(I) bzw. p = V(I) apolaren Quadriken,
liegen. Das Verschwindungsideal von 8 Punkten in allgemeiner Lage enthalt
genau zwei quadratische Erzeuger. Die beiden durch diese quadratischen
Erzeuger bestimmten Quadriken schneiden sich in einer elliptischen Kurve
vom Grad 4, d.h. eine solche elliptische Kurve ist durch Angabe von 8 auf
ihr liegenden Punkte eindeutig bestimmt. E ist daher nicht von der Wahl
der beiden Linearformen 1, abhangig. Es folgt die Behauptung.[]
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Abschlieflend erhalten wir in diesem Zusammenhang noch ein Ergebnis, das
wir im folgenden Kapitel benttigen:

2.2.1. Lemma. Sei f wie in Satz 2.2.0., dann gilt: dim (AF)y = 2.

Beweis. Wir iibernehmen die Notationen aus dem vorangehenden Satz.
Es gibt dann noch genau eine weitere Darstellung von f als Summe von 8
vierten Potenzen von Linearformen l~Z Die Punkte p;, p; liegen alle auf der
eindeutig bestimmten elliptischen Kurve F, die durch den Schnitt zweier
Quadriken, bestimmt durch quadratische Formen D; und D, hervorgeht.
f* enthilt also wenigstens 2 unabhéingige quadratische Erzeuger. Angenom-
men f+ enthielte noch eine weitere von Dj, Dy unabhingige quadratische
Form Ds, dann hétten wir fiir i = 1,2,3 und f* := [ + *+ f wie in 2.2.0.,
daB

Dl(f*) = Dz(l4) + DZ(Z4) = )\ilz + u¢l~2 mit )\iv,ui ck

Es gébe somit eine Linearkombination D = > n;D; der quadratischen For-
men D; mit D(f*) = 0, d.h. eine zu f* apolare quadratische Form, im
Widerspruch zu Satz 2.0. Folglich hat f* genau zwei quadratische Erzeuger.[]
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3. Syzygiendarstellungen

In diesem Kapitel liefern wir die notwendigen Informationen iiber A" und
T/Iy fiir ein f = I3+...+13 mit Linearformen I; € k[zo, ..., 3]1 bzw. Punkten
pi = V(I;) € P3 in allgemeiner Lage um in Kapitel 4 abschlieBend eine
Konstruktion der Verschwindungsideale Ir,, It, der beiden Punktemenge
Iy = {p1,...,ps} C P? bzw. 'y = {p1,..., pg} C P? aus Satz 2.2.0. angeben
zu konnen. In 3.3. und 3.4 nehmen wir bereits einige Ergebnisse liber die
Geometrie der Punktmengen I'1 bzw. ' vorweg. So zeigen wir, daf} es einen
Isomorphismus ¢ zwischen der durch f bestimmten elliptische Kurve £ vom
Grad 4 (siehe 2.2.0.) und einer elliptischen Kurve £ C P7 vom Grad 12
gibt. E hat dann mit zwei linearen Unterrdumen L1, Ly = P? jeweils genau
die Punkte 6(I'1) bzw. §(I'2) gemeinsam.

In 3.1 und 3.2 werden minimal freie Aufldsungen von T/ I+ und A bestimmt:

3.1. Lemma. Sei T/Ip der homogenen Koordinatenring einer Punkte-
menge I' = {p1, ..., ps} C P> von 8 Punkten in allgemeiner Lage in P3, dann
besitzt T'/Iv die minimal freie Auflosung:

F: 0 T/Ir 2172 12(-2) o 74(—3) &2 79(—4) & T4(=5) — 0

Beweis. M := T/Ir ist Cohen-Macaulay ([Eisenbud] Ex. 18.15), fol-
glich besitzt M eine minimal freie Auflésung der Linge 3 = codim(ann
T/Ir) =codim(Ir) ([Eisenbud] Cor. 19.15.). Ist € T; ein Nichtnullteiler
von T und M (die Gleichung einer Hyperbene, die keinen der Punkte p;
enthélt), so hat die minimal freie Auflésung von M als T-Modul das gleiche
Syzygientableau wie die von M := M/xM als T = T /z-Modul. Sei nun

F:0-T/F 272 F . 2 Py« 0 mit freien T-Moduln Fi, ..., F3

die minimal freie Auflssung von M als T-Modul. Fiir F; = P, ; TPis (—3)
gilt B;; = dimTor! (k, M); = dimTor! (k,M);. Torl'(k, M); kann auch
berechnet werden, indem wir anstatt einer freien Auflssung von M eine
freie Auflsung von k mit freien T—Moduln betrachten und diese mit M
tensorieren ([Eisenbud] 19.5.). Eine solche Auflésung von k ist durch den
Koszulkomplex der Lénge 3 gegeben:
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0k T« T3(=1) «—T3(-2) < T(=3) <0

Wir haben noch die Werte der Hilbertfunktion H; von M zu bestimmen:
Offensichtlich gilt Hp;(0) = 1 und Hps(1) = 4. Da sich durch 8 Punkte
in allgemeiner Lage genau (35‘1) — 8 Hyperflaichen vom Grad d € N legen
lassen, ergibt sich Hy/(d) = (3§d) - ((3§d) — 8) = 8 und somit fiir die
Werte der Hilbertfunktion H; des T—Moduls M, dafl H;;(0) =1, Hy;(1) =

3, Hy(2) = 4 und Hy(d) = 0 fiir alle d > 3. Tensorieren des obigen
Koszulkomplexes mit M liefert den Komplex:

0 — M M(-3)
~~ —_—— —_—— ——
M0 MO M®) M®)

1© M M M
8051) (pg) S0(5)
/ 7 /

Ml(O) M2(1) M§2) Mf’)
%52) @(23) SOgl)
/ 7 /

M el M® M®

wobei go,(cl) : Ml(k) — Ml(k_l) die Zerlegung der Abbildung ¢j in die Anteile
vom Grad [ darstellt. Diese Abbildungen sind im obigen Tableau durch die
schrag verlaufenden Pfeile dargestellt. Sei ¢y = dim Ml(k), dann nimmt

obiges Tableau mit den Eintragen cy; an Stelle von Ml(k) folgende Form an:

0 — MO 24 @) 22 A2 28 B3

1 3 3 1
e e /

3 9 9 3
e 7 /

4 12 12 4
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Da die alternierende Summe der Dimensionen der Homologien eines beliebi-
gen Komplexes 0 «— Wy «— W7 «— ... «— W,, «— 0 von R-Moduln, R ein
Ring, gleich der alternierenden Summe Z?:O(—l)i dim W; der Dimensionen
von W ist, konnen wir die Bettizahlen 3;; = dim TOTZT/ “(k, M/xzM); mit
Hilfe des obigen Tableaus berechnen. Offensichtlich gilt Bpp = 1 und Fp; = 0
fiir alle 5 > 0. Die Punkte I' liegen nicht auf einer Hyperbene, woraus sich
B11 = 0 und damit auch B0 = 33 = 0 ergibt, also f1o = 9 -4 -3 = 2.
I+ hat 2 quadratische Erzeuger ¢, g2. Diese haben genau eine Syzygie, die
Koszulrelation (;?2), also ist B3 = 0, woraus wir B34 = 0 schliefen. Damit
gilt: f13 =12—-94+1 =4 und (oqy = 12 — 3 = 9. Das Syzygientableau von
T'/Ir hat demnach folgende Form:

|
=~ N |
© |
e~

und somit 7'/Ir die minimal freie Auflésung:

F: 0 T/Ip L7178 72(2) @ T4(=3) & 79(—4) £ T4(=5) — 0
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3.2. Lemma. Fiur f = l‘l1 + .+ l§ mit Linearformen l; € K[z, ..., x3]1
bzw. Punkten p; = V(I;) € P? in allgemeiner Lage, hat A die minimal
freie Auflosung:

L: 0 AF 272 722y T8(—3) 2 718(—4) &

& P8(—5) @ T2(—6) & T(~8) — 0

Beweis. Fiir die Hilbertfunktion Hy von N = A" gilt, da8 Hy(0) = 1,
Hy(1) =4, Hy(d) = 0 fir d > 4 und Hy(2) = 10 — 2 = 8 wie bereits in
2.2.1. gezeigt. Da A Gorenstein ist, sind die Werte der Hilbertfunktion
"symmetrisch”, d.h. Hy(4—d) = Hy(d) fur d = 0,1, ...,4, also ist Hy(3) =
4und Hy(4) = 1. Da It € A muB die minimal freie Auflésung von A" den
F als Unterkomplex enthalten. Dariiber hinaus hat eine solche Auflosung:

L: 0 — AF o T & Gy bl b G4 < 0 mit freien T-Moduln Gy, ..., G4

Linge 4 (=codim f1) und ist selbstdual, d.h. L = L* als Komplexe und
G4 = T. (|[Eisenbud] Cor. 21.16)

Die Berechnung des Syzygientableaus von A mit Bettizahlen Bij =
dim Tor! (k, N); erfolgt in analoger Weise wie die von T/Ir in 3.1. Wir
miissen dazu N mit dem Koszulkomplex der Lange 4 tensorieren, welcher
uns eine freie Auflésung von k mit freien T—Moduln liefert:

0k T« TH—1) « TO(—=2) « T*(=3) « T(—4) « 0

Wir erhalten dann den Komplex

0 — N & N®Z;4(—1) P2 N®Tf(‘2) i
NO N N®@
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welcher unter Beachtung der Graduierung folgende Gestalt annimmt:

0 — NO

N

PV

7

(2)
1

7

(3)
1

e

(4)
1

7

(2)
2

(3)
2

(4)
2

N N N
(3) (4)
3 4
/ /
N N N®
(4) (5)
3 4
/ /
Nf) N5(3) N6(4)
w§5) Z(16)
/ 7
NéZ) NéS) N7(4)
1/1;(;6> ¢£7)
/ /
NéQ) N7(3) Né4)

Dabei stellt w,(gl) : Nl(k) — Nl(k_l) die Zerlegung der Abbildung 1t in die
Anteile vom Grad [ dar. Mit di; = dim Ml(k) nimmt obiges Tableau mit den

Eintragen dy; an Stelle von M, l(k

0 «— NO

1
“—

NN NN

N

16

32

16

)

NN N

folgende Form an:

N@ BOoNG) ¥ N@

6 4 1
/ /

24 16 4
/ /

48 32 8
/ /

24 16 4
/ /

6 4 1

Die Bettizahlen (;; lassen sich wie in 3.1. sukzessive bestimmen: Offen-
sichtlich ergibt sich So1 = fo2 = Bos = foa = 0. f~ enthilt keine linearen
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Erzeuger, also gilt 511 = 0 und damit auch fss = (33 = (44 = 0. Nach
Lemma 2.2.1 ist B19 = 2. fo3 = (B34 = (45 = 0 folgt analog wie in 3.1.
Die Dualitat des Komplexes L liefert dann S14 = B34 = 0, 847 = Go1 = 0,
,825 = 523 = 0 und 536 = 512 = 2. SchlieBllich erhalten wir ﬂ35 = ,613 =
32— 4— (24 —4) =8 und foy = 48 — (16 — 1) — (16 — 1) = 18. Wir konnen
nun das Syzygientableau von A angeben:

|
0o N |
% |
00
o oo |
|

Die minimal freie Auflssung von A% ist demnach:

L: 0 AF 278 720y 78(—3) 2 1718(—4) &

& T8(—5) & T2(—6) £ T(=8) — 0
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Um die eingangs angedeutete Isomorphie E = E C P7 zu zeigen, betrachten
wir den flip einer Matrix:

3.3. Flip einer Matriz. Sei Aay,...9,) = (Aij)ij eine m x n Matrix,

m,n € N, mit linearen Eintridgen A;; = ag-))ao + ..+ ag’)ao, € k[, ..., 33]1,

i=1,..,m,j=1,..,n. Setzt man fir 0y, ..., J3 feste Werte &, ..., &3 € k ein,
so erhdlt man eine durch Ag)  ¢;) = (aﬁ?)&] 4.+ a(?-’)fg)ij gegebene lineare

ij
Abbildung Ag, ey - kK" — k™. Mit y = (yo, ..., yn—1)" € k" gilt dann:

A(ﬁo,---éa) Y=
aV+ .. +aV¢ - - - D+ ..+ Yo
afg)lfo + ...+ afs)lﬁg - a%%fo 4+ ..+ aﬁﬁ?lgg Yn—1

wo(al P+ ..+ aV&) + o+ yn1(aV¢ + ..+ aPgy)

o(al&o + ..+ aP)€3) + oo+ yn_1(aloho + ... + alohgs)

0 0 3 3
agl)yo + ...+ agn)yn_l - agl)yo + ...+ a(ln)yn_l &o
agyo + ...+ agg%ynfl - aﬁiﬁyo + ..+ aﬁi%ynfl €3
7.A>k -

T (Yo Yn—1)

*

(y07"'7yn71
linearen Eintrdgen in R = k[yo, ..., yn—1], welche wir den Flip von Ay . a,)
nennen. A’(‘yo 1) induziert dann auch eine Abbildung A>(kyo ) R* —

R™ bzw. einen Vektorraumhomomorphismus AE)O ) k* — k™ fiir

feste Werte ng, ..., 7n—1 € k. Wir wollen nun dieses Ergebnis auf die Ein-
schrinkung ¢ : T8(—5) — T'®(—4) der in der freien Aufldsung von AF

) ist dann bei veranderlichen ¥y, ..., yn—1 eine m x 4 Matrix mit
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L: 0 AF &7 2720y 18(—3) & 718(—4) &
3 8 2 ¢4
2 78(5) @ T2(—6) £ T(=8) — 0

vorkommenden Abbildung ¢3 anwenden. ¢4 kann durch eine 18 x 8 Ma-
trix B(g,,... 0,) mit linearen Eintrégen in k[0, ..., J3] dargestellt werden. Mit

Eky07.._’y7) bezeichnen wir dann den Flip von By, . a,), der eine 18 x4 Matrix
mit linearen Eintragen in klyo, ..., y7] ist.

3.4.1. Lemma. Sei E := V(ann coker (BZ‘yO _._y7))) CP" und E =

V(q1,q2), wobei q1 und qo die beiden quadratischen Erzeuger von ft baw.
It sind, dann existiert ein Isomorphismus 0 : E — E.

Beweis.  Seip = (& : ... : &3) (= V(&oxo + ... + &3x3)) ein beliebiger
Punkt in 3, dann erhilt man nach Lokalisation von L in p, unter Beachtung
von Ag = 0, den exakten Komplex:

L,: 0 T, % T2(—2) @ T8(—3) @ T18(—4) &
PrT8(—5) @ T2(—6) 2 T,)(—8) — 0
Ay <_ )EB p(_ ) N P<_ ) —

L, stellt also eine freie Auflésung der 0 dar und ist somit trivial ([Eisenbud]
Lemma 20.1), d.h. eine direkte Summe von Komplexen der Form

0—-ALA—-0—-0—.. mit einem Ring A

Ein solcher Komplex bleibt auch nach Tensorierung mit x(p), dem Restk-
lassenkorper von T in p, exakt:

d)(P) ¢(P) ¢(P) ¢(P)
Lp) =L, ®k(p) : 0k +« kK¥akd & kI® & k¥apk? & k0
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L(p) geht also aus L hervor, indem wir in den Matrizen, welche die Abbil-
dungen ¢; bestimmen, Jy, ..., 03 durch &, ..., {3 ersetzen und damit die Vek-
torraumhomomorphismen qbz(p )erhalten, d.h. L(p) ergibt sich durch "Ein-
setzen des Punktes” p = (§ : ... : &) in L. L ist selbstdual, somit wer-
den beim Einsetzen eines Punktes p € E sowohl die beiden quadratischen
Erzeuger von Im ¢;, durch die E bestimmt ist, als auch die quadratischen
Terme des Erzeugers von Im ¢4 gleich 0. qbflp ) wird also durch eine 10 x 1
Matrix der Form ( x .. % | 00 )t reprasentiert. Der Vektorraumho-
momorphismus gbgp ) K @ k? — k'® hat folglich 1-dimensionalen Kern

ker(gbép)) = {(no,-.-,n7,0,0)!), d.h. die Matrix Big,....&e5) aus 3.3. besitzt
1-dimensionalen Kern ker B¢, ¢y = ((n0, ...,77)"). Damit hat B(*y

0soY7)

der Flip von By, . ay), fir (yo,.--,y7) = A(no,-..,n7), A € k beliebig, einen
und somit ist wegen V(ann coker B(*yo y7>) = V(’f;i’(B*yO y7))) ([Eisenbud]
Prop. 20.7): (1o : ... : m7) € V(ann coker B<*yo )-

Wir erhalten folglich eine Abbildung ¢ : E — E indem wir dem Punkt
p= (& :..:&) € E den Punkt ¢ = (o : ... : 77) € P7 zuordnen. Fiir
p € Eist rang B, .. ¢;) =8 — 1 = 7. Innerhalb einer Zariski-offenen Menge
U von p besitzt B, . ¢,) also eine 7 x 7 Untermatrix, deren Determinante
auf U nicht verschwindet. Die Eintrige 7o, ..., 7 der Nullstelle (1, ..., n7)! €
ker Bigr ey, (§p ¢ - 1 §5) € UN E, lassen sich mit Hilfe der Cramerschen
Regel als Quotient zweier homogener Polynome gleichen Grades (Grad 7) in
&), ..., & darstellen. Den Nenner dieses Quotienten stellt die Determinante
der 7x7 Matrix von B g1y welche auf U vollen Rang besitzt. § beschreibt
demnach einen Morphismus von E nach E. Uns bleibt also noch zu zeigen,
daB & auch eine Umkehrung 6! : E — E besitzt.

Sei dazu ¢ = (1o : ... : 7) € E gegeben und damit: rang BE“nO o) S 3.
Somit gibt es ein nichttriviales Element (&, ...,&3)" € ker Bl oy Aus
szno:m:m) - (&0, -, &3)t = 0 erhalten wir mit Hilfe von 3.3., daf} Beo,.t3)
(M0, - m7)t = 0. Mit p := (& : ... : &) gilt wegen dim ker ¢:()’p) =1,

dafl ker qﬁgp) = ((no, ---»17,0,0)!) und damit Im qﬁip) C k¥ ® 0. Die beiden
quadratischen Terme des Erzeugers von Im ¢4 werden also beim Ersetzen
von Qg, ..., 03 durch &, ..., &3 gleich 0, also muf} p auf F liegen. Wir definieren
folglich 6=1(q) := p.

Diese Abbildung ist wohldefiniert: Angenommen, es gidbe noch ein weit-

eres Element (&, ...,&3)" € ker Bl \ ((o; y&3)t), dann wiirde auch

die Gerade durch p und p := (& : ... : &) auf E liegen. Da E vollstandiger
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Durchschnitt von zwei irreduziblen Quadriken ist, erhalten wir einen Wider-
spruch. Wie oben sehen wir, da$ 6! einen Morphismus definiert.
Dariiber hinaus gilt offensichtlich, da8 0§~ = 61 0§ = id.00

3.4.2. Lemma. FEs existieren zwei lineare Unterrdume Ly, Ly = P3
in P7, so daf Ly,Ly jeweils genau die 8 Punkte 5(T1) bzw. 5(112)~ mit der
elliptischen Kurve E gemeinsam haben. Dariiber hinaus gilt: deg E = 12.

Beweis.  Seien Fi bzw. Fy die minimal freien Auflésungen von 7'/I,
bzw. T'/Ir,, die nach 3.1. jeweils folgende Darstellung besitzen (i = 1,2) :

0; 0; 0; 0;
Fi: 0—T/Ip & T & T2(=2) @ TYH(=3) << T9(—4) & T4(=5) — 0
1 — — —
Syzygientableau von F; : - 2 - -
- 4 9 4

0; 3 wird durch eine 9x4 Matrix C’((é)o - s) mit linearen Eintréagen in k[0, ..., 03]

reprasentiert. Den zugehorigen Flip bezeichnen wir mit C;y(é) yr)' Lokalisa-
tion von F; in einem Punkt p = (& : ... : &) = V(&xo + ... + &323) € P3

und anschliefende Tensorierung mit «(p) liefert einen Komplex

Fi(p) = (Fi)p @ s(p) :

0(_17) 05171) 9(P> 0(17)

0 (T/I), ®k(p) “k & K2ak! £k &Kk —0

der fiir p ¢ T'; exakt ist. F;(p) geht aus F; analog wie oben durch Einsetzen
von p hervor. Ersetzt man Jy,...,03 durch &, ...,&3, so erhalten wir fir

k =0,...,3 aus den Abbildungen 0;; die k—Vektorraumhomomorphismen
02(12, welche durch die Matrizen C'((g) £3) reprasentiert werden. Da T'/Ip,
Cohen-Macaulay ist, gilt depth 1(0;1) = depth Iy, = dim Ip, = 1 und somit

(Eisenbud Cor. 20.12):
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rad IFi = rad 1(6’1',1) = rad 1(9@2) = rad [(91‘73) = rad 14(91‘73)

= V/(ann coker tC(((g)o,...,ag)) = V(I4(C(i)

Folglich hat C'((Z) &) Benau dann nichttrivialen Kern, wenn (& : ... : £3) €

I';. Wegen Ir,,Ir, C AP enthilt die minimal freie Auflésung L von AY
die Komplexe Fi, Fy als Unterkomplexe. Es lassen sich also invertierbare
Matrizen P € GL(18,k) und Q") € GL(8,k) angeben mit

(@)
POBg,...00Q" = ( 0(806--783) * )
*

Seien nun, bei festem i, (1o, ...,n3)%, (7o, ..., 713)" € ker C'((g) E) fir p =

(&o : ... : &3) € Ty, dann gilt:
0= B(§o7,§3)Q(l) ' (7707 -5 13, Oa <0y O)t = B(fo,,fg,)Q(l) : (ﬁ(]’ ) ﬁ37 Oa ) O)t
= QW - (19, ..,3,0,..,0)", QW) - (7o, .., 73,0, ..,0)" € ker Bg, ¢,

Wegen dim ker B¢, ¢,y = 1 miissen (7o, ..., n3)t und (7, ..., 73)" linear abhéingig

7

sein, also ist dim kerC(éo ) T IL,p=(% : ... : &) € I'; und dim
ker C((g) &5 = 0 fiir alle Punkte p = (o:...:&3) ¢ 1.

Wir zeigen, daf} alle Punkte aus I'; vermoge der oben eingefiihrten Abbil-
dung § in einen 3 dimensionalen linearen Unterraum L; C P7 abgebildet wer-
den: Sei dazu p = (§ : ... : &3) € T';, dann zeigen obige Ausfithrungen, dafl

ker C((g’wgg) = ((10, .., n3)") und damit ker B(g, ¢,) = (QW-(no, ..., 13,0, ..., 0)).
Daraus folgern wir:

5T Cc QUK ®0)/ ~ =: L;
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wobei (wy, ..., wr)t ~ (g, ..., w7)t & (wo,...,wr)t = Ny, ..., wr)t fiir ein
A\ € k. L; ist also ein 3 dimensionaler linearer Unterraum in P7. Sei nun
g= (0 :m7) € (LiNE)\S(T:), dh. (o, ey 7)" = QW -(ijo, ..., 713, 0, ..., 0)f
und somit B(§07."§3)Q(") (i, -, 73,0, ..,0) = 0 filr p = (& ¢ ... : &3) = 6 (q).
Dann st (7o, ... )" € ker Clg) )
folgt. L; hat somit mit F genau die 8 Punkte 0(I';) gemeinsam.

, woraus p € I'; und damit auch ¢ € 6(T';)

Es bleibt noch der Grad von E zu bestimmen: Wir wissen bereits, daf es
einen 3 dimensionalen linearen Unterraum, o.E. sei dies Ly, in P” gibt, der
mit £ genau 8 Punkte gemeinsam hat. Geben wir uns 3 beliebige zusitzliche
Punkte auf E vor, so kénnen wir durch diese und die 8 anderen eine Hyper-
bene H C IP7 legen, die L enthilt. Dies liefert uns eine erste Abschétzung:
deg E > 11.

Seien nun ¢,r € E \ L1 zwei feste Punkte auf F und G = P! eine Gerade
in P7, die weder in Ly liegt noch einen Punkt mit E gemeinsam hat. Ist
s € G ein Punkt auf der Geraden G, so 148t sich eine Hyperbene H, durch
die 11 Punkte {¢,7,s} U §(I'1) legen. Angenommen, deg E = 11, dann
hétte Hy zusétzlich zu den 10 Punkten {g,7}U 6(I'1) genau einen weiteren
Schnittpunkt P, € H,N E mit E. Durch die Abbildung v : G — E, welche
s € G den Punkt P, zuordnet, wire somit eine P!'- Parametrisierung der
elliptischen Kurve E gegeben, also Widerspruch. Es folgt: deg E > 12. Die
Berechnung von deg E in einem Beispiel fiir f ergibt wie behauptet:

deg F = 12. Ein Halbstetigkeitsargument liefert dann die Richtigkeit der
Aussage im allgemeinen Fall (siche Anhang A.1.-A.2. und C.2.).00
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4. Konstruktion der Darstellungen

Wir werden nun zeigen, daf die elliptische Kurve F = E aus 3.4.1. auf
einer Regelfliche 7 : X — F {iber £ mit Schnitten Ei,Es, F liegt. Die
Berechnung der minimal freien Auflésung des homogenene Koordinatenrings
von X enthalt schliefflich die notwendigen Informationen, um Ir, bzw. I,
angeben zu konnen.

4.0. Sei f =11+ ...+ lg mit Linearformen [; € k[zo,...,z3]; bzw.
pi = V(l;) € P2 Ty = {pi,...,ps} Punkte in allgemeiner Lage. Nach Satz
2.2.0 gibt es dann genau eine weitere Darstellung f = l~‘11 + ...+ l~§ mit
ZNi S k[xo,...,xg]l bzw. p; = V(Zl) € ]P)S, Iy = {ﬁl,...,ﬁg}. Die Punkte T'hU
I’y liegen alle auf einer durch f eindeutig bestimmten elliptischen Kurve F,
die aus dem Schnitt der beiden zu f apolaren Quadriken hervorgeht. Nach
Lemma 3.4.1 und 3.4.2 ist E vermoge der im vorigen Kapitel definierten
Abbildung 6 : E — E isomorph zu einer elliptischen Kurve E C P vom
Grad 12, die mit den zwei linearen Unterriumen Li, L, = P3 aus 3.4.2
jeweils genau die 8 Punkte € := §(I'1) bzw. Qo := 6(I'2) gemeinsam hat.

Betrachten wir zunéachst die Projektion 7 : E — Lo der Kurve FE von
L1 auf Ly. Diese Abbildung ist in den 8 Punkten €2; zunéchst nicht definiert.
Durch AbschluB von 71 (E\ Q1)) kann 71 aber auf ganz F fortgesetzt werden.
Die Projektion 73 : E — L1 von Lg auf L; sei analog definiert.

Ist ¢ ein Punkt auf E, so gibt es einen linearen Unterraum A; = P*,
i = 1,2, der sowohl ¢ als auch L; enthédlt. A; und A, schneiden sich in einer
gemeinsamen Geraden Gy, die ¢,m1(§), m2(q) enthalt.

Sei H C P7 eine Hyperebene, die L; enthilt, aber keine der Geraden
durch ¢ und 71 (§) fiir alle § € Q. H hat dann mit E aufer Q; noch genau
4 Punkte Q = {qi,...,q4} gemeinsam (deg E = 12). Die Projektion m; ()
dieser 4 Punkte auf Ly liegt auf dem Schnitt H N LyN7i(E). Umgekehrt gibt
es zu jedem Punkt ¢ € HN Lo ﬁm(E) einen Urbildpunkt § € E \Q beziiglich
71, der auch Element von H ist. Demnach ist H N Ly N7 (E) = m1(Q).
H N Ly liefert uns also eine Hyperebene in Ly = P3, die mit der Projektion
By = wl(E) genau 4 Punkte gemeinsam hat. Fs ist somit eine Kurve in
Ly =~ P3 vom Grad 4.

Eine Hyperebene W in Lo ist durch Angabe von drei Punkten auf Lo
eindeutig bestimmt, also gibt es eine Hyperebene Hy in P7, die L; und
W enthilt. Fiir alle Punkte § € E mit m () € W N Ey, enthélt folglich
Hy, auch alle Geraden durch § € E und ¢ = 71 (§). Sei ¢ € Ey \ m1(Q1)
beliebig gewdhlt, W C Lo \ m1(€1) eine Hyperbene, die ¢ enthalte und

38



WNE, ={q,r,s,t}, dann hat Hy N E aufler Q; noch alle Urbildpunkte von
q,7, s, t beziiglich der Projektion 71 mit E gemeinsam. Wegen Hyy . B = 12
sind die Urbildpunkte also eindeutig bestimmt. Da ¢ beliebig auf Fy gewahlt
war, folgt F = Es.

E, ist also eine elliptische Kurve auf Ly = P? vom Grad 4. Fiir F; := TI'Q(E)
gelten dann analoge Aussagen, d.h. Ej ist eine elliptische Kurve auf L =

P3 vom Grad 4 mit E g FE.

Die Vereinigung X := (J e Gq aller Geraden durch ¢ € E, 7 (q) und
mo(q) definiert uns eine Regelfldche 7 : X — E iiber E mit Schnitten E1, Eo
und E. Sei mit H fortan eine allgemeine Hyperbene in P7 bezeichnet, dann
gilt mit den zwei invertierbaren Garben £; := n7Op,(1) = L(H — Q1) bzw.

Lo :=m30r,(1) =2 L(H — Q2) vom Grad 4, daf3
X=P (El D £2)
und P(L;) =2 E; C X. Anwendung von Riemann-Roch liefert uns:

dim HY(Ox(H)) = dim H°(L1 @ L3) = dim H°(L1) + dim H°(L3) = 8

H
Demnach ist die Einbettung ¢ : X |<—>| P7 durch das vollstéindige Linearsystem
|H| gegeben. Der folgende Satz zeigt, dafl diese Einbettung projektiv normal
ist:
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4.1. Satz. Sein: X — FE die in 4.0. definierte Regelfidche mit Schnit-

H
ten E1 und Fy , 1: X L—J P’ die Einbettung in P7 und Rx der zugehdrige
homogene Koordinatenring, R = Kklyo, ..., y7] der homogene Koordinatenring
von P7. Dann gilt:

|H|

a) v: X — P7 ist projektiv normal.

b) ﬁl %ﬁg und IX = (IE)Q

c) Die minimal freie Auflosung Fr, von Rx hat die folgende Form:

Fry: 0« Ry & RUR2(—2) & R2(_3) @ R2(—4) &

% R12(—4) @ R'S(—5) 22 R2(—6) 2 R8(—7) L5 R(~8) «— 0
mit zugehorigem Syzygientableau:

1 - - - - - _
- 12 24 12 — — —
2 16 20 8 1

Beweis.

In b) werden wir zeigen, dafl £1 2 Lo fiir allgemeines f. Dennoch miissen
wir einige Aussagen fiir den Fall £; = £y treffen. Diese werden insbesondere
im Beweis von a) benétigt. Seien also mit x, ..., z3 bzw. wp, w; die homo-
genen Koordinaten in P3? bzw. P! bezeichnet. Unter der Annahme £ = Lo
wire X 2P (L1 & Ly) = E xP' = E x P'. X ist dann vermoge der Segre
Einbettung P? x P! < P7,

({Eg Dt .7}3) X (’U)O : wl) — (xo’wo LTr1wo to... .1‘311]1) = (yo Dt y7)

eine Varietit in P7.
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P3x P! wird als Varietét in P7 von den sechs 2 x 2-Minoren der Matrix

(yo Yy Y2 ys)
Ys Ys Y6 Y7

erzeugt. Das Syzygientableau der minimal freien Auflésung Fr, ., des
homogenen Koordinatenrings Rps,p1 von P2 x P! C P7 hat dann folgende

Form (siehe Rechnung im Anhang C.3.):

1 — — —
- 6 8 3

Die Erzeugenden w%,wowl, w? von k [wo, w1], haben genau die zwei Syzy-
gien (—wy,wp,0) und (0, —wi,wp) . Seien s1,...,ss € R die durch Biho-
mogenisierung von (—wi,wp,0) und (0, —wj,wp) erhaltenen Syzygien und
N C R? das durch sie erzeugte Untermodul. Eine Rechnung (siche Anhang
C.3.) zeigt, dal die minimal freie Auflésung von N folgende Form hat:

E ist Schnitt der Verschwindungsmengen zweier quadratischer Formen
q1,q2 € k[zo, ..., z3]. Die sechs 2-Formen qiw%,qiwowl,qiw% liefern uns folg-

lich unabhangige Erzeuger qy), ey qél) € k[yo, ..., y7] des Verschwindungside-

als von E x P! ¢ P7. Sei i fest und J; = (qgi),...,qéi)) c klyo, ..., y7] das
von q%i), e qéi) erzeugte Ideal, dann ist die minimal freie Auflésung L; von
J; gegeben durch:

L; :

Da g1, g2 unabhangig sind, sind auch L; und Ly unabhéangig. Die minimal
freie Auflésung Fr, des homogenen Koordinatenringes Rx von X enthélt
damit die unabhéngigen Komplexe Fr , ., Li und Ly als Unterkomplexe.
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Fiir das zugehorige Syzygientableau gilt somit G34 > 15 = 342 6. Dariiber
hinaus zeigen die obigen Ausfiihrungen, dafi X als Schnitt von genau 12
Quadriken hervorgeht.

Bemerkung. Unter Verwendung der Methoden in [Schreyer, 1986] 14t
sich das Syzygienzableau zu Fg, fiir X & E x P! auch vollstiindig angeben:

1 — - - - - _
Fpr,: - 12 24 15 - — -
- — 5 16 19 8 1

H
a) Mit Jx sei die Idealgarbe von X beziiglich der Einbettung ¢ : X |<—>‘ P7,

dh. Jx = ker(L# : Opr — 1.Ox), bezeichnet. Das Verschwindungsideal
der Einbettung von X in P ist dann durch Ix = I'*Jx = @ e, H'Tx (d)
gegeben ([Hartshorne| 5.16.a)). Rx = R/Ix sei der homogene Koordinaten-
ring von X. Fir alle d > 0 gilt dann:

H°(1,0x(d)) = H°(Ox(d)) =
= HO(m.Ox(d)) = HO(Syma(L1 ® L2)) =
=HLio (L 0 L)e..oLd) 2 HCLY) ... 0 HO(LY)

und folglich dim HY(1.Ox(d)) = 4d(d + 1).
Betrachten wir die kurze exakte Sequenz

0 — Tx(d) — Opr(d) — 1,0x(d) — 0

bzw. den dadurch induzierten langen Cohomologiekomplex
0 — H°Tx(d) — H°Opr(d) — H°(1.0x(d)) — H' Tx(d) — ...

|H

so sehen wir, dafl ¢ : X <—>| P7 genau dann projektiv normal ist, wenn
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(1) dim HOJx(d) = ("1%) — 4d(d + 1)

Dies ist wiederum aquivalent zu

(2) SymaH°Ox (1) - H°Ox(d)

< Sydeo(El D £2) — HO(S’ymd(ﬁl D £2))
Durch m : E < Ly = P? ist nach 4.0 eine projektiv normale Einbettungen
gegeben, also

(3) H%(Or,(d)) - H(7t0L,(d)), d.h. SymaH®(Ly) - HO(LY)

Analog erhalten wir auch: SymgH®(Ls) — H O(Eg) Insbesondere ergibt
sich fiir d = 2 wegen (1), (2) und (3) die folgende Aquivalenz:

(4) HO(L1) ® HO(L2) - HY(L1 ® L) & dim (Ix), = (3) —4-2-3 =12

Im Fall £1 = £, ist nach obigen Ausfiihrungen die Surjektivitit von H°(L£1)®
HO(Ls) — H°(Ly ® L2) also erfiillt. Fiir £1 % Lo folgt diese mit Hilfe von
Castelnuovos base-point free pencil trick ([Eisenbud] Ex. 17.18): Sei dazu
V C H°(L;) ein 2 dimensionaler Vektorraum von globalen Schnitten in
HY(Ly), die £; lokal erzeugen, d.h. V ist als Unterbiindel von L£; basis-
punktfrei. Ein solches ist durch den pullback 7}s; bzw. m}sy zweier Hy-
perebenenschnitte s1, so € Or, (1), die sich auf E; nicht schneiden, gegeben.
Wir betrachten nun folgenden exakten Komplex

0 L' = V®e®0s;— L1 —0

der, aufgrund der Isomorphie L1y, L2y = Op|y in einer lokalen Karte U,
bei Tensorierung mit Lo exakt bleibt:

0—>£1_1®£2—>V®£2—>£1®£2—>0
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Diese kurze exakte Sequenz induziert einen langen exakten Komplex:
0— HY L' ® L) — HY(V ® L) — HY (L1 ® Lo) — HY (LT ® La) — ...

Fir £ 2 Lo ist El_l ® Ly 2 Of und somit erhalten wir wegen deg El_l ®
Ly = 0, daB dim H°(£;' ® £3) = 0. Nach Riemann-Roch gilt dann auch
dim HY(L7'® L) = dim H(L7'® £2) — 1+ gz = 0. Aus der obigen langen
exakten Sequenz ergibt sich also V ® H?(L3) = HO(V ® L3) = H (L1 ® L)
und damit H°(L1) ® H°(Ls) — H°(L1 ® L3).

Dir Richtigkeit von (2) fiir d > 1 beweisen wir analog durch erneute
Anwendung des base-point free pencil tricks: Sei dazu V' wie oben, woraus
fir k,1 € N\ {0} die Existenz folgender kurzen exakten Sequenz folgt

0L 2oLl -Veli'ter, - Lol -0
Diese induziert den langen exakten Komplex
0— HO(Ly 2@ Lh) — H(Ve Lyt @ Lh) — HO(Lf© L)) —
- H' (2oLl - H (Ve Lo ) - HY(Lho L) — .

Der Fall k4+1—2 =0 < k = [ = 1 wurde bereits behandelt. Fir k+1—2 > 0
ist durch LY 2@ L, 2 O > eine invertierbare Garbe vom Grad 4 (k — 2 +1) >
0 auf £ gegeben und folglich dim H'(£¥ 2@ Lh) = dim HO(El_k+2®£2_l) =0.
Die Abbildung HO(V ® £ @ £L) — HO(Lh © £L) ist demnach surjektiv,
also gilt dies auch fiir H(£1)®@ HO(LV 1@ L) — HO(LF® Lh). Analog dazu
kénnen wir auch zeigen, daB H(Ls) @ HO(LF @ £571) — HO(LF ® £5). Mit
Hilfe vollstindiger Induktion nach k + 1 — 2 folgt schlieBlich SymH"(L£1) ®
SymiH®(Ly) — HO(LY ® £4) und deshalb zusammen mit dem Ergebnis aus
(3) die Aussage (2). X wir also verméoge ¢ projektiv normal in P7 eingebettet,
woraus wir H*(Jx(d)) = 0 fiir alle d > 0 erhalten. Fiir die Werte der
Hilbertfunktion Hgr, von Rx gilt dariiber hinaus, unter Beachtung von
(R/IX)d = HO(L*OX(d)), daf3 HRX (d) = 4d(d + 1).
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b) Da E C X muB Iy im Verschwindungsideal I 7 von E enthalten sein.
Liegt E auf einer Quadrik Q, so hat Q mit L;, i = 1,2, wenigstens die 8
Punkte Q; gemeinsam. Der Schnitt Q; = QNL; ist eine Quadrik auf L; = P3.
Es gibt genau zwei unabhéngige Quadriken auf L;, die {); enthalten. Deren
gemeinsamer Schnitt ist Ej, also gilt B; C Q; C Q. Damit liegt mit ¢ € E
auch 7(¢) und m2(q) auf Q. Folglich liegen auch alle Geraden G, durch
g, mi(gq) und m2(q) auf dieser Quadrik (siehe 4.0.). Wegen X = |J .z Gq
erhalten wir demnach (I3)2 = (Ix)2. I; enthélt also genau 12 quadratische
Erzeuger.

Das in einem Beispiel fiir f berechnete Iz wird von 12 quadratischen und
12 kubischen Formen erzeugt. In dem gewiéhlten Beispiel hat R/(I3)2 das
Hilbertpolynom hpy(s.),(d) = 4d(d+1) (= Hry(d)). V := V((Iz)2) und X
haben demnach dasselbe Hilbertpolynom, also wird in diesem Beispiel Ix
von genau den 12 quadratischen Formen erzeugt. Das Syzygientableau der
minimal freien Auflésung von Rx nimmt im betrachteten Beispiel gerade
die Form wie in c¢) an. Unter Verwendung eines Halbstetigkeitsargumentes
(siche Anhang A.1.-A.2. und C.2.), erhalten wir somit, daf8 fiir allgemeines
[ die Bettizahlen 3;; der minimal freien Auflésung Fr, von Rx nur kleiner
oder gleich denen in c¢) sein konnen. Insbesondere gilt also 313 = 0, (45 =
0= fB56 = Be7 = Brs = 0, B34 < 12 und Bog < 2.

Fir £1 = £5 hatten wir eingangs gezeigt, dafl 834 > 15. Fiir allgemeines
f konnen wir daher £1 2 Lo schlieen. Dariiber hinaus erhalten wir:

(Ig)2 = Ix.
¢) Fir d € Z betrachten wir den exakten Komplex (siche a)):

0 — H°(Jx(d)) — H(Opr(d)) — H°(t:Ox(d)) — ...
= H7Y(Opr(d)) — H' ' (1:0x(d)) — H'(Ix(d)) — H'(Opr(d)) — ...
Unter Verwendung der Beziehungen
HY(Opr(1)) = HX(Opr(1)) = 0 bzw. H2(Opr) = H¥(Opr) = 0
konnen wir
H*(Jx(3-2)) = H'(,.Ox(3-2)) = H'(Ox(3 - 2)) =
~ {1 (r,0x (1)) = HY (L, @ L2) = HY(L:) & H'(L2) = 0
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bzw.
H3(Jx) = H*(Ox) = H*(1,.0x) = H*(Op) =0

folgern. Fiir i > 3 ist H'~1(Opr (3 — 1)) = H(Opr (3 —i)) = 0, also

Hi(Jx(3—1)) =2 H 1 (1,.0x(3 —1)) = 0.

Zusammen mit H'(Jx(d)) = 0 fiir alle d > 0, wie bereits in b) gezeigt,
folgern wir daraus die 3-Regularitit von Jx, d.h. H(Jx(3—14)) = 0 Vi > 0.
Als R-Modul ist Ix dann 3-reguldr ([Eisenbud] Ex.20.20) und somit gilt fiir
die Bettizahlen (;; der minimal freien Auflésung des homogenen Koordi-
natenrings Rx = R/Ix, daf 3;; = 0 fiir alle j > i + 3.

Fiiri = 1,2 ist SymoHO(L;) — H°(L£?) und dim H°(£?) = 8. Aulerdem
gilt mit dem in a) eingefithrten zweidimensionalen Untervektorraum V C
HO(Ly), daB V @ H%(L3) = HY(Ly ® L3), also dim H(£; ® L) = 8 und
somit dim ker(H°(L1) ® H°(Ls)) = H°(L1 ® L£3)) = 8. Daraus erhalten wir
dim ker(SymoH(L1) — H°(L?)) = dim ker(SymoH(Ly) — H(L3)) =
1228 — 2.

VVQegen HTJx(2) = ker(SymoHY(L1DL2) — HO(Syma(L1DLs)) gibt es also
eine lineare Koordinatentransformation, so dafl jeweils zwei quadratische
Erzeuger q?), qél) (bzw. q§2), qu)) von Ix in den 4 Variablen des homogenen
Koordinatenraumes von L; = P3 (bzw. Ly = P3) gegeben sind. Diese
Erzeuger bestimmen jeweils die beiden Quadriken auf L; (bzw. Lg), die
sich in Fy (bzw. E3) schneiden. q%l),qgl) (bzw. q§2),q§2)) haben genau eine
Syzygie, ndmlich ihre Koszulrelation. Es bleibt noch zu zeigen, dafi diese
unabhéngig von den linearen Relationen der 12 Erzeugenden von [x sind:
Eine lineare Koordinatentransformation liefert uns Ly = {(yo: ... 1 y7) €
P :ys=..=yr=0yund Lo = {(yo: ... :9y7) €EP" : yg = ... = y3 = 0}.
Die 12 Erzeuger qgl),qél),q?),q?),rl, ..,rg € Kk[yo, ..., y7]2 von Ix nehmen

dann folgende Form an: qgl),qél) € klyo, ..., y3] und q§2),q§2) € klya, ..., y7|.

Sei nun (ly, ...,l12) eine Syzygie von qgl), qél), q§2), qu), r1,...,rs mit linearen
Eintrégen l; € k[yo, ..., y7]1. Wie im Beweis zu Satz 4.2. ausfiihrlich beschrie-
ben, zeigen wir, daf l1,ls € K[y, ..., y7]1 und I3, 14 € k[yo, ..., y3]1. Demnach
kann keine der beiden Koszulrelationen von den linearen Relationen erzeugt

sein.
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Daraus konnen wir o4 > 2 schliefen. Die Berechnung in einem Beispiel
(sieche Anhang A.1.-.A.2 und C.2.) liefert 324 = 2 und damit (yq = 2 fiir
allgemeines f aufgrund der Halbstetigkeit der Bettizahlen.

Die restlichen Bettizahlen 3;; = dim Torf*(k, Rx); kénnen wir wie in
Kapitel 3 berechnen, d.h. wir haben den Koszulkomplex der Lange 8

K:0—k« R« R¥(—1) « R®(=2) « ... — R(—8) < 0
mit Rx zu tensorieren und die Homologien des Komplexes
K®Rx:0« Ry « R3(—1) « R$¥(-2) «+ ... — Rx(—8) « 0
an der i-ten Stelle im Grad j zu berechnen. Zur Vereinfachung setzen wir
MO = R@(ﬂ') fir i = 0,...,8. ¢; sei die Abbildung M® — M=) in

K®Rx. Zerlegen wir ¢; in die Anteile vom Grad [, d.h. %(l) : Ml(i) LA Ml(i_l),
dann konnen wir K ® Rx wie folgt darstellen:

0 — MO 2b A 22 Ap® L0 8 B
MO Ml(l) M2(2) M®
e o o®
v / / /
M1(O) i M?E?) Mé8)
o2 o) o
v / / /

Mit d;; := dim Ml(i) nimmt obiges Tableau mit den Eintrégen d;; an Stelle

von Ml(i) folgende Form an (aus Platzgriinden verzichten wir sowohl auf die
oberste Zeile als auch auf die Abbildungspfeile):

47



24
48
80
120
168
224
288
360
440

8
64
192
384
640
960
1344
1792
2304
2880

28
224
672
1344
2240
3360
4704
6272
8064

56
448
1344
2688
4480
6720
9408
12544

70 o6 28 8§ 1
560 448 224 64 8
1680 1344 672 192 24
3360 2688 1344 384
5600 4480 2240
8400 6720 .

11760

Wir wiederholen an dieser Stelle noch einmal die uns bereits bekannten
Bettizahlen: $;; = 0 fir alle j > ¢+ 3, Bo1 = 1, B = Boi = 0 Vi > 0,
B2 = 12, B13 = 0, Poa = 2 und Pss = P56 = Per = Prs = 0. SchlieBlich

berechnen wir:

Bs.10 = 440 — 2880 4 8064 — ... + 24 = 0, 7.9 = — (360 — 2304 + ... +8) =0,

Bes =288 — 1792+ ...+ 1 =1, By = —(224 — 1344 + ... — 8) = 8,

By = 168 — 960 + ... + 28 = 20, B35 = —(120 — 640 + ... — 56) = 16,

B34 = Pag — (80 — 384 + ...+ 70) = 12 und fog = 48 — 192 + 224 — 56 = 24.

Die minimal freie Auflosung Fr, von Ry ist also wie behauptet:

Fgry :

0 Ry 2 R R12(—2) 2 R (—3) @ R2(—4) &

U3

Vg

% R12(—4) @ RS(—5) 2 R2(—6) 2 R8(—7) L2 R(~8) — 0
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4.2.1 Satz.  Sei J3 : R'S(—5) — R2(—4) die Beschrinkung der in
Fr, auftretenden Abbildung 93 : R2(—4) @ R%(—5) — R*(-3) ® R?*(—4)
und M, M die durch 03 bzw. U3 gegebenen Matrizen. Sind Ly, Ly = P? die
linearen Unterrdume des P7 wie in 4.0, dann gilt:

V(ann coker M) =L1ULy

Beweis. Eine lineare Koordinatentransformation liefert uns L7 =
{(yo:iyr) €EPTiyy=..=y; =0} und Lo = {(yo: ... :y7) €EPT 1 g =
... = y3 = 0}. Nach den Ausfithrungen in 4.1.c) nehmen die 12 Erzeuger

qgl),qél),qu),qﬁz),n, w78 € K[yo,...,y7]2 von Ix dann folgende Form an:

q}l),qél) € klyo, ..., y3] und q§2),q§2) € klya,...,y7]. Diese bestimmen je-
weils die elliptischen Kurven Ey bzw. FE, auf Ly bzw. Ls. Angenommen,
r € {ri,...,rg} hitte einen Term, in dem nur die Variablen yy, ..., y3 vorkom-
men. Wir setzen dann y4 = ... = y; = 0 und erhalten eine quadratische
Form 7 € k[yo, ..., y3]2. Diese hat wegen X N L; = E; die Punkte Q; auf
Ey als Nullstellen, woraus wir 7 € (q%l), qél)) schlieflen. Wir kénnen also r
durch r— 7 ersetzen. Analog dazu kann auch auf die Terme in r, in denen
nur die Variablen yy, ..., y7 vorkommen, verzichtet werden. Wir diirfen also
annehmen, dafl r; fiir alle ¢ nur gemischte Terme hat, d.h. alle Terme von
r; enthalten eine Variable aus yg, ..., y3 und eine aus yu4, ..., y7.

Sei E, N die durch die Abbildung ¥; bzw. ¥ in Fgr, gegebenen Ma-
trizen. Nach den Ausfiihrungen in 4.1 lassen sich dann F, N wie folgt

schreiben:

B=(f o o n - n)
1

a L
2

0~ N
0 @
N_ 1
= 0 0

k
0 0
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N ist eine 2 x 24 Matrix mit Eintrigen in klys, ...,y7]; und N®) eine
2 x 24 Matrix mit Eintragen in k[yo, ..., y3]1. Wegen N - M = 0 konnen wir

Aussagen iiber die Gestalt von M treffen:

(1)

Y N
n
2
e
0 q?) wi w16
0= 0 0 2 - - - 216
*
* M
0 0
M ist dann die Matrix < 1;)1 7“2016 ) mit linearen Eintrdgen
1 16

W1, ...y WG, 21, -s 216 € K[Y0, ..., y7]. Da N nur Eintrige in k[yy, ..., y7]1 be-
sitzt, kann w; fiir alle ¢ = 1,...,16 keine der Variablen vy, ..., y3 enthalten.
Analog dazu gilt fiir alle z;, daB z; € k[yo, ..., y3]1. Die erste Zeile von M
héngt also nur von den Variablen yy, ..., y7 ab, wohingegen die zweite Zeile
nur von p, ..., y3 abhéngt. Folglich ist L1 U Ly C V(ann coker M). Rech-
nung in einem Beispiel fiir f zeigt Gleichheit, woraus wir die Richtigkeit
der Behauptung im allgemeinen Fall schlieflen (sieche Anhang A.1.-A.2. und
C.2.).0

4.2.2. Mit Hilfe von Satz 4.2.1 kénnen wir nun fir gegebenes f wie in
4.0 die Verschwindungsideale It , I, der beiden Punktmengen I'y,I'y C P3
bestimmen. Sei (ann coker M) = Iy, - I1,, die Zerlegung von (ann coker M)
in die Verschwindungsideale Ir, , I, von Ly bzw. Ly. Ly ist durch Angabe
von 4 Punkten in allgemeiner Lage auf L; eindeutig bestimmt. Sei W; die
8 x 4—Matrix der Koeffizienten dieser 4 Punkte.

Betrachten wir noch einmal die Einschrinkung ¢} : T8(—5) — T18(—4) der
in der freien Auflésung von AF

L: 0 AF 278 729y r8(—3) &2 718(—g) &

& 78(25) @ T%(—6) 22 T(~7) — 0
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vorkommenden Abbildung ¢s (siehe 3.2 und 3.3): ¢4 kann durch eine 18 x 8
Matrix Bg,.....9,) mit linearen Eintrdgen in k[0, ..., 03] dargestellt werden.
Nach 3.4 besitzt die Abbildung B¢, . ¢, : k® — k'8 fiir feste Werte &, ..., &3 €

k genau dann eine Nullstelle (7o, ..., 7g)" € k8, wenn £=(:.:&)elL. In
diesem Fall ist n:= (g : ... : m8) = 6((& : ... : &3)) € E. Ly hat mit E genau
die 8 Punkte 6 (T1) = 6({p1,-.ps}) = {6(mi) = 5" + oo s ) }ic, s

gemeinsam (zur Definition von 4 siehe 4.0), also hat B, . ¢,y - W1 genau

im Fall £ € Ty, d.h. £ = p;, mit ip € {1,...,8}, eine Nullstelle, namlich
(n(()m), s ngo)), d.h. (ann coker By, . a,)- W1) = Ir,. Der Fall I'; ist analog

zu behandeln.(J]
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Anhang

Die folgenden Lemmata stellen ein wichtiges Mittel dar, Ergebnisse, die
durch Berechnung in einem Beispiel fiir f erzielt wurden, auf den allgemeinen
Fall zu iibertragen. Mit Hilfe von Lemma A.1. konnen wir durch die Berech-
nung iiber einem Koérper endlicher Chrakteristik, in unserem Fall Z/101,
Halbstetigkeitsaussagen iiber beliebige Korper k mit char k = 0 treffen. So
ist in allen Beispielrechnungen ein f € Z/101|xo, ..., #3]4 bzw. Linerformen
l; € Z/101[xo, ..., x3); willkiirlich vorgegeben. Anhand der Lemmata A.2
und A.3 lassen sich dann Halbstetigkeitsaussagen tiber die Dimension bzw.
den Grad einer Varietét, die Bettizahlen einer minimal freien Auflésung des
zugehorigen Koordinatenrings oder die Vielfachheit eines Punktes treffen.

A.1. Halbstetigkeitslemma'. Seien fi,..., fx € Z[zo,...,7n], k,n €
N, homogene Polynome in n+1 Variablen, die das Ideal I C Q[xq, ..., Zy]
erzeugen. Die natirliche Abbildung 7 — ¥, p prim, induziert Zlxo, ..., Tn] —
Fylzo, ..., zn], f — ). Fir das durch fl(p),...,flgp) € Fplzo, ..., xn] gegebene
Ideal I?) Fplzo, ..., zn] gilt dann:

a) dimFy[zg,...,2,]/I? > dim Q[xo, ..., 7] /T
b) st dimFy[xo, ..., z,]/IP) = dim Q[xg, ..., z,] /T , s0 gilt:

degFp[xo, ..., 2] /TP > deg Q[xo, ..., 7] /T

c) Haben die Hilbertfunktionen h®P), h von Rgp) = Fylz0, ..., ] /TP)
bzw. Ry := Q[xo,...,x,]/] die gleichen Werte, so gilt fir die Bettizahlen
Bg),ﬁij der minimal freien Auflosung von Rgp) bzw. Ry, dafs ﬂl-(f) > Bij fiir
alle 1, 3.

Beweis.  Sei R = Q[zo, ..., ], R®) = F,[z,...,x,] und h, h?) die
Hilbertfunktion von R/I bzw. R® /I®). Sind s1,...,5, € Qzo,..., Tnld,
d,m € N, linear abhéngige Polynome vom Grad d (o.E. kénnen wir s1, ..., s, €
Z[xg, ..., Tp)q annehmen), so gilt dies auch fiir sgp ),...,87(72) und damit ist
dim(R/I)y < dim(R®) /I®)); = h(d) < hP)(d) fiir alle d. Der Grad des
zu R/I gehorigen Hilbertpolynoms H muf also kleiner oder gleich dem von
H®) das Hilbertpolynom von R®) /1 (P), sein, woraus a) folgt. Haben h und
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h®) gleichen Grad, dann muB der Leitkoeffizient von H kleiner oder gleich
dem von H®). Daraus ergibt sich die Richtigkeit von b).

c) Die Bettizahlen 3;; = dim T'or®(k, Rr); der minimal freien Auflésung
von Ry berechnen sich wie in in Kapitel 3 ausgefiihrt als Homologien des
Komplexes, den wir durch Tensorierung der minimal freie Auflésung von k
als R-Modul, den Koszulkomplex der Lange n + 1, mit R; erhalten, d.h.
Bij = dim(h'K) ; mit folgendem Komplex K :

n+1 n+1 n+1

0 (RNe)(—0) & (R (=) & 222 (R GE) (i — 1) — 0

Seien mit gol(k) : (ng))l 25 (R(Ik_l))l , ng) = (R])(ntl)(—k) , die Zerlegung

der Abbildung ¢ in die Anteile vom Grad [ und mit ¢;; = dim (ng))l

bezeichnet. Analog dazu seien gol(p k) — (pgk) mod p und cl(g;), Rgp k) definiert,

wenn wir in den obigen Ausfithrungen Rgp ) an Stelle von Ry schreiben. Da

die Hilbertfunktionen von R; und RF,p ) {ibereinstimmende Werte besitzen,

sind auch die Werte c; und c,(f;) gleich. Mit diesen Bezeichnungen haben

wir 3;; = dim(ker @gk)/imgol(kﬂ)). Die Matrizen Ay, Al(:;), welche durch

die Abbildungen cpl(k) bzw. gol(p k) bestimmt sind, haben o.E. Eintrédge in Z

bzw. F,. Wegen rank Aj; > rank A,(g) = rank gol(k) > rank cpl(p’k) und rank

cpfk) + dim ker Spl(k) =y = C;f? =rank (pgp’k) + dim ker (pl(p’k) folgern wir, dafl

dim ker gpl(k) < dim ker gpl(p k) Damit ergibt sich die Behauptung.[J

Fafit man fi, ..., fr als Polynome iiber einem beliebigen Koérper k mit
char k = 0 auf, dann gelten die entsprechenden Aussagen aus A.1. auch fiir
k an Stelle von Q.
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A.2. Halbstetigkeitslemma?®. Seien f1, ..., fi € k(ao, ..., am)[T0, ..., Tn],
k,m,n € N, homogene Polynome in n+1 Variablen, deren Koeffizienten
durch homogene Polynome gleichen Grades in ag,...,an € k gegeben sind.
Fir festes a = (ag : ... : am) € P™ erhalten wir dann Polynome fl(a), s flga)
tuber k, die das Ideal I, erzeugen. FEs gibt dann zu jedem Punkt a =
(ag,...,am) € K™ cine Zariski-offene Umgebung U, C P™, so daf§ fiir
alle b= (by : ... : by,) € Uy, gilt:

a) dimk(zo,..., x|/l > dimk(zo, ..., x,] /I
b) Ist dimk[zo, ..., x,]/I, = dimk[zg, ..., z,] /Iy, so gilt:

deg]k[xg, A xn]/Ia 2 degk[x()) ) xn}/-[b

c) Hat R® := Kk[xg, ..., )/, fiir b € U, konstante Hilbertfunktion,
dann gibt es eine Zariski-offene Menge U, C U,, so daf} fur die Bettizahlen
ﬁi(;l),ﬁi(;) der minimal freien Auflésung von R® bzw. R®) .= k[zo, ..., zn] /Iy

gilt: B > Y fiir alle b € U,

Beweis. R = k|, ..., z,] bezeichne den homogenen Koordinatenring
von P H, die Hilbertfunktion von R/I, und h, das zugehéorige Hilbert-
polynom. Seien nun fir d e N, i =1,...,r < (”ji'd) =: ng, r € N, homogene

Polynome s\ = Zk tijf](a) € (I)a mit t;j € Ry—q;, dj = deg f}', gegeben.

i j=1
Die r x r Minoren der Koeffizientenmatrix von 3(1‘1), s s&a) sind dann homo-
gene Polynome my; € Kk[ag, ..., anm], L =1, ..., (T;,d) in den Variablen aq, ..., Gy,-
Sei J das von den m; erzeugte Ideal, dann sind sga), ...,57@ , fiir festes a,

genau dann linear unabhéngig in (/,)4, wenn a kein Punkt der Verschwin-
dungsmenge V' (J) ist. Es gibt also eine Zariski-offene Umgebung U, C P™
von a, so daf} auch Egb) = Z?:l tij f;b) € (Ip)g linear unabhéngig sind. Fir
alle b € U, und alle d € N ist dann H,(d) > Hp(d) und folglich deg h, > deg
h,. Haben h, und h, gleichen Grad, so mufl der Leitkoeffizient von h, kleiner
oder gleich dem von h, sein, also deg R/1, > deg R/I},. Es folgt a) und b).

c¢) Die Bettizahlen ﬂg) = dim Torf(k, R?®); der minimal freien Auflésung
von R®) berechnen sich wie in in Kapitel 3 ausgefithrt als Homologien des
Komplexes, den wir durch Tensorierung der minimal freie Auflésung von k
als R-Modul, den Koszulkomplex der Lange n + 1, mit R® erhalten, d.h.
g5y = dim(h‘K); mit folgendem Komplex K :
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n+1 n+1 n+1

0 — (RO (—0) & (R®)("T) (—1) 22 2t (ROHYGE) (n — 1) — 0

Seien mit gpl(b’k) : (ROK)), 25 (ROA-D)y, - ROK) .— (R(b))(nzl)(—k:) , die
Zerlegung der Abbildung ¢y in die Anteile vom Grad ! und mit c,(;;) = dim
(R(b’k))l bezeichnet. Da R® fiir alle b € U, konstante Hilbertfunktion be-

sitzt, sind auch die Werte c,(f;) fur alle b € U, konstant. Mit diesen Be-

zeichnungen haben wir ﬁ;;) = dim(ker gal(b’k) / imcpl(b’kﬂ)). Die Matrizen A,({S),

welche die Abbildungen gol(b’k) bestimmen, haben Eintrage in k(ag, ..., am).

Wir koénnen daher eine Zariski-offene Menge U, C U, angeben, so daB
rank Ag;) >rank Ag;) = rank Lpgb’k) > rank gol(a’k) fiir alle b € U,. We-
gen rank gpl(b’k) + dim ker gpgb’k) = C](cl;) = c,(;) =rank <pl(a’k) + dim ker gpl(a’k)
folgern wir hieraus dim ker gpl(b’k) < dim ker gol(a’k) fiir alle b € U,. Damit

ergibt sich die Behauptung.ll

B. Lemma. Sei I C R=Kk|x1,...,2y], dim R/I =0, d.h. das durch I
bestimmte affine Schema V (I) ist eine Punktemenge I' = {p1,...,pm}, m €
N, und p das verschwindungsideal in einem der Punkte p;,, 10 = 1,...,m.
Ist deg R/(I + ¢?) = deg R/(I + p) = 1, dann gilt fiir die Vielfachheit des
Punktes pi,, daf$ po(R/1) = 1.

Beweis. Wir betrachten zunachst die Primérzerlegung von [

I'= () ¢ mit pj—priméren Idealen g;,

J=1,....m

wobei p; das Verschwindungsideal des Punkte p; ist, also insbesondere
ist ¢ := ¢, p-primér. Wegen R/I = P;(Oknp;/qOkn ;) haben wir
po(R/I) = dim(Okn ,/qOkn ). Dieser Ausdruck wird genau dann gleich
1, wenn ¢ = p. Wir zeigen nun, daf g, = (p* + I),, d.h die Gleichheit von
o und p?+ I im lokalen Ring Okn . Da I, C g, folgt daraus unter Verwen-
dung des Lemmas von Nakayama die Gleichheit von g, und I, und somit
Okn /qOkn , =k, also ¢ = p. Angenommen es sei p, # (p?+1),, dann géiibe
eseine = £ € p, mit e ¢ (p*>+1), wegen p°+1 C p = 1 € p\(p>+1) und
gg ¢ p. Wegen p # (x1,...,xy,) gibt es ein z;, ¢ € {1,...,n}, mit z; ¢ p und
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somit ist auch 27 ¢ g fiir alle n € N, da p prim ist. Folglich ist 27ey ¢ p?+1,
da sonst (27¢1), € (p? + I), und somit 1 € p* + I im Widerspruch zu
g1 € p\(p? + I). Fiir alle n > dege; gilt also dimy(R/(p? + 1)), > 2 =
deg(R/(p?+1)) > 2, da (R/(p?+I)), wenigstens die beiden unabhingigen
Erzeuger z7' und x?_degalsl besitzt, und damit ein Widerspruch zur Voraus-
setzung deg R/(I + p?) = deg R/(I + p) = 1.00
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C.1. Rechnung (Macaulayscript)

restart
Kkk=77/101
Raffin=kk[x,y,z]
R=kk[w,x,y,z]

— Wahl von zehn beliebigen Punkten:

Pkte=apply(10,i->random(1,R))
f=sum(10,i->(Pkte_i)"4)
S=kk[w,x,y,z,k,a0,al,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a8,a9,b0,b1,b2,b3]
f2=substitute(f,S)

— 2-Form D, die D(f)=k*1"2 erfiillt:
D=a0*w"2+al*w*x+a2*why+ad*w*z+ad*x " 2+ab*x*y+
ab*x*z4aT7*y " 24+a8%*y*z+a9%z" 2

DF=sum(10,i->(vars S)_(i+5)_0*diff(diff((vars S)-(i+5)-0,D),f2))
1=b0*w+b1*x+b2*y+b3*z

— Aufstellen des linearen GLS:

G=DF-k*1"2
GL=apply(10,i->diff(diff((vars S)_(i+5)-0,D),G))

— k kann 1 gesetzt werden, da D’=(1/k)*D auch Losung des Problems mit
D()=1"2 :

GL2=apply(10,i->apply(11,j->diff((vars S)_(j+4)-0,GL.i)))
M=matrix{{0,w"2,w*x,why,w*z,x "2 x*y,x*z,y "2,y*z,2"2} GL2.0,GL2_1,
GL2.2,GL2.3,GL2.4,GL2.5,GL2.6,GL2.7,GL2.8,GL2.9}
Taffin=kk[x,y,z,b1,b2,b3,c1,c2,c3]

T=kk[w,x,y,z,b0,b1,b2,b3,c0,c1,c2,c3]

— die apolare Quadrik zu einem Punkt (b0,b1,b2,b3):

Q=substitute(det M,T)
PkteT=apply(10,i->substitute(Pkte_i,T))

— die Quartik der selbstapolaren Punkte:
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Q4=substitute(Q,{b0=>w,bl=>xb2=>y,b3=>z})
— apolare Quadrik zu den Punkten Pkte_n:

Quadrik=(n)->(substitute(Q,{b0=>diff(w,PkteT _n),bl1=>diff(x,PkteT n),
b2=>diff(y,PkteT n),b3=>diff(z,PkteT n)}))
tau=matrix{{b0,b1,b2,b3,c0,cl,c2,c3,w,x,y,z} }
E0=Quadrik(0)

E1=Quadrik(1)

E2=substitute(E0,tau)

E3=substitute(E1,tau)

E4=substitute(E2,tau)

Eb5=substitute(E3,tau)
Q2=substitute(Q,{w=>c0,x=>cl,y=>c2,z=>c3})
Q3=substitute(Q,{b0=>c0,bl=>c1,b2=>c2,b3=>c3})

— Die Varietdt der 16 Schnittpunkte des Schnitts der 9 Hyperflachen:

V=ideal(E0,E1,E2,E3,E4,E5,Q,Q2,Q3)
GV=mingens V

— Rechnung auf affiner Karte (w=b0=c0=1):
Vaffin=ideal substitute(substitute(GV,{w=>1,b0=>1,c0=>1}),Taffin)

— maximales Ideal im Punkt (Pkte_i , Pkte_j , Pkte k), i<j<k, auf affiner
Karte:

1=(i)->((diff(w,PkteT_i))"99) — Berechnung des Inversen bzgl. ZZ/101
Sq’'=(2,2,2)..(9,9,9)

Sq=delete((0,0,0),apply(#Sq’,i->if Sq’.i.0<Sq’i_1 and Sq’i_1<Sq’_i_2 then
Sq’-i else (0,0,0)))

MI=(v)->(ideal substitute (gens ideal(x-diff(x,PkteT_(Sq-v_0))*1(Sq-v_0),
y-diff(y,PkteT_(Sq-v_0))*1(Sq-v_0),z-diff(z,PkteT_(Sq-v_0))*1(Sq-v_0),
b1-diff(x,PkteT_(Sq-v_1))*1(Sq-v_1),b2-diff (y,PkteT_(Sq-v_1))*1(Sq-v_1),
b3-diff(z,PkteT_(Sq-v_1))*1(Sq-v_1),cl-diff(x,PkteT_(Sq-v_2))*1(Sq-v_2),
c2-diff(y,PkteT_(Sq-v_2))*1(Sq-v_2)

c3-diff(z,PkteT_(Sq-v_2))*1(Sq-v_2)
MI2=(v)->((MI(v))"2)

’) ,Taffin))

— Schnittmultiplizitat in (Pkte_i , Pkte_j , Pkte k), i<j<k:
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apply(56,v->dim(MI(v)+Vaffin))
apply(56,v->degree(MI(v)+Vaffin))
apply(56,v->degree(MI2(v)+Vaffin))

— Ergebnis ist 1, d.h. die Schnittmultiplizitat ist gleich 1
— die elliptische Kurve E und die Quartik Q4 der selbstapolaren Punkte:

EVarR=ideal(substitute(E0,R),substitute(E1,R))
Q4VarR=ideal(substitute(Q4,R))

GammaR=Q4VarR+EVarR

dim GammaR

degree GammaR,

dim (GammaR+ideal(substitute(w,R))+ideal(substitute(x,R)-1)*
ideal(substitute(y,R)-1)*ideal(substitute(z,R)-1))

— Ergebnis -1, also liegen alle 16 selbstapolaren Punkte p auf der affinen
Karte w=1

— Schnittmultiplizitdt der Quartik der selbstapolaren Punkte mit der ellip-
tischen Kurve E:

GammaRaffin=ideal substitute(substitute(gens GammaR,
{substitute(w,R)=>1}),Raffin)

dim (minors(3,diff(vars Raffin,transpose mingens GammaRaffin))+
GammaRaffin)

— Ergebnis -1, d.h der Schnitt von E mit Q4 ist nicht singulér, es gibt
demnach genau 16 einfache Schnittpunkte

R12affin=kk[x,y,z,b1,b2,b3]

R12=kk[w,x,y,z,b0,b1,b2,b3]
EVarR12=ideal(substitute(E0,R12),substitute(E1,R12),
substitute(E2,R12),substitute(E3,R12))
Q4VarR12=ideal(substitute(Q4,R12))
GammaR12=EVarR12+Q4VarR12

D12=substitute(Q,R12)

Schnitt=GammaR12+ideal(D12)

dim (Schnitt+ideal(w-1)+ideal(b0)+ideal(bl-1)*ideal(b2-1)*ideal(b3-1))
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— Ergebnis -1, also liegen fiir alle selbstapolaren p auf E auch die Schnittpunkte
der bezgl. p apolaren Quadrik mit E auf der gleichen affinen Karte w=1.
wir konnen uns demnach auf die Berechnung auf dieser Karte beschréanken!

—Schnittmultiplizitét in den Punkten (p,q,p),(p,p,q),(q,p,p), p selbstapolar:

AffineSchnitt=ideal substitute(substitute(mingens Schnitt,{w=>1,b0=>1}),
R12affin)

dim AffineSchnitt

degree AffineSchnitt

— Ergebnis 128

Jacobi=diff(vars R12affin,transpose gens AffineSchnitt)
Singular=minors(6,Jacobi)
dim(Singular+AffineSchnitt)

— Ergebnis -1: Folglich sind die Schnitte (p,q) einfach, also gibt es wirklich
128 verschiedene solche Paare, bzw. genau 128 verschiedene Tupel (p,q,p)

SchnittGesT=ideal(substitute(gens Schnitt,T))+
ideal(substitute(w,T)-substitute(c0,T),
substitute(x,T)-substitute(cl,T),substitute(y,T)-substitute(c2,T),
substitute(z,T)-substitute(c3,T))

SchnittGesTaffin=ideal substitute(substitute(gens SchnittGesT,
{substitute(w,T)=>1,substitute(b0,T)=>1,substitute(c0,T)=>1}),Taffin)
dim SchnittGesTaffin

degree SchnittGesTaffin

— Ergebnis 128

SchnittGesTaffin2=SchnittGesTaffin"2
Mult1=SchnittGesTaffin+ Vaffin
degree Multl — Ergebnis 128
Mult2=SchnittGesTaffin2+ Vaffin
degree Mult2

— Ergebnis 128, also ist Schnittmultiplizitdt in den Punkten (p,q,p) gleich

1. Aus Symmetriegriinden ist dann auch die Schnittmultiplizitét in (p,p,q)
und (q,p,p) gleich 1, d.h. alle auftretenden Schnitte sind einfach!
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C.2. Rechnung (Macaulayscript)

restart
kk=77 / 101
R=kk[a..d]

— Wahl von 8 allgemeinen Linearformen 1.i bzw. Punkten p_i=V(l.i)

Liste=apply(8,i->(random(1,R)))
f=sum(Liste,l->1"4)

—Verschwindungsideal der Punkte p_i
gamma=intersect apply(Liste,l->ideal(vars(R)*(syz(diff(1,vars(R))))))
— Die minimal freie Auflésung von gamma

Fgamma=res gamma

betti Fgamma
M=transpose Fgamma.dd_3
degree coker M

dim coker M

macaulayDual=(f)->(
r3:=symmetricPower(3,vars R);
r2:=symmetricPower(2,vars R);
12:=r2*(syz( diff(r2,f),DegreeLimit=>2));
i3:=r3*(syz( diff(r3,f),DegreeLimit=>3));
ideal mingens(ideal i2 + ideal i3))

—Das Ideal i, der zu f apolaren Formen
i=macaulayDual(f)

—Die minimal freie Auflésung von i
L=res i

betti L

betti(m=transpose (L.dd_-3)_{0..7})

S=Kkk[t_0..t_7]
RS=R**S
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—Flip der Matrix m

flipm=substitute(diff(transpose substitute(vars(R),RS),
substitute(vars(S),RS)*substitute(m,RS)),S)

—Das Verschwindungsideal J der elliptischen Kurve E”"in PP*7 (=ann coker
flipm)

J=annihilator coker flipm;
—Grad von E~

degree J
time betti res J
genus(S/J)

—Das Ideal, dafl durch die quadratischen Formen in J erzeugt wird (=Ver-
schwindungsideal der Regelfliche X) und dessen minimal freie Auflésung

ResX=res(X=ideal (mingens J)_{0..11})
betti ResX

hilbertPolynomial(S/X)
D=(ResX.dd_3)"{24,25}_{12..27}

—Das Verschwindungsideal der Vereinigung der beiden linearen Unterraume
L1 und L2

L1L2=annihilator coker D
degree L11.2
dim L1L2

—Zerlegung in die jeweiligen Verschwindungsideale von L_1 bzw. 1._2
time Zerlegung=decompose L1L2
—Angabe von jeweils 4 Punkten auf L_1 bzw. L_2 in allgemeiner Lage

PktO=substitute(lift(syz transpose diff(transpose vars S,gens Zerlegung_0),kk),R)
Pkt1=substitute(lift(syz transpose diff(transpose vars S,gens Zerlegung_1),kk),R)

—Die Verschwindungsideale von gammal und gamma2
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I0=annihilator coker transpose map(R"18 R"{4:-1},(L.dd-3_{0..7}*Pkt0))
I1=annihilator coker transpose map(R"18,R"{4:-1},(L.dd_3_{0..7}*Pkt1))

—Probe:

betti res 10

betti res(gamma-+I10)
betti res I1

betti res(gamma-+I11)
betti res(i+10)

betti res(i+11)

C.3. Rechnung (Macaulayscrip)

restart

kk=QQ

-w_0,..,w_7 Koordinaten der Segre-Einbettung, d.h. w_i=x_i*y_0 und w_(4-+i)=x_i*y_1
fiir i=0,....3

R=kk[w_0..w_7]
M=matrix{{w-0..w_3},{w 4.w_7}}

—das Bild der Segre-Einbettung in PP "7 ist Schnitt der folgenden Quadriken:

I=minors(2,M)
betti res 1
S=kk[y_0,y-1,x_0..x_3]

—Ist q einer der beiden quadratischen Erzeuger von E (in Koordinaten x_0,..,x_3)
und Q=V(q) die zugehoérige Quadrik, dann wird bestimmt diese durch Bi-
homogenisierung die 3 biquadratischen Erzeuger (y_0)"2*q,
y-0*y_1*q,(y-1)"2*q vom Bild der Einbettung QxPP"1->PP"7:

K=res ideal((y-0)"2,(y-0)*(y-1),(y-1)"2)
—durch die beiden linearen Relationen s1,s2 von ((y-0)"2,y-0*y_1,(y-1)"2)
sind durch Bihomogenisierung 8 Relationen x_j*si , i=1,2;j=0,..,3, bestimmt,

welche genau 6 linearen Relation gehorchen. Diese 6 linearen Relationen
haben noch genau eine Syzygie:
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N=K.dd_2

NO=N_{0}*matrix{{x_0..x_3}}

N1=N_{1}*matrix{{x-0..x_3}}

Nc=(image NO)+(image N1)
G=matrix{{-w_4,-w_5,-w_6,-w_7,0,0,0,0},{w_0,w_1,w_2,w_3,-w_4,-w_5,-w_6,-w_T},
{0,0,0,0,w 0,w_1,w_2,w_3}}

betti res image G
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