Aquivalenzrelationen und Klasseneinteilung

Definition: Eine Aquivalenzrelation Ist eine binare Relation, die
reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Bezeichnung: x ~ y, x ~p vy

Definition: Sei A eine nicht leere Menge. Eine Zerlegung (oder

Partition, oder Klasseneinteilung) von A ist eine Mengenfamilie
Z CP(A) mit:

(1) A=U2Z
2) 0¢2z2
(3) gilt My, My, € Z und My # Ms, so folgt My N My = ().

Die Elementen der Zerlegung heiBen Aquivalenzklassen.



Aquivalenzrelationen und Klasseneinteilung

Satz: Sei A eine nichtleere Menge.

Jede Aquivalenzrelation ~ iiber A definiert eine Zerlegung Z
von A, und umgekehrt, jede Zerlegung Z von A bestimmt eine
Aquivalenzrelation iiber A.

Beweis: ~ Aquivalenzrelation — Z = {A, | a € A} Zerlegung
A ={x€A|x~a}
Z Lerlegung — ~  Aquivalenzrelation
x~ygdw. dM e Z: x,y € M.

Bezeichnung: [a] = {x € A | x ~ a} Aquivalenzklasse von a
A/~ ={][a] | a € A} Quotientenmenge (Faktormenge)



Rechnen mit Aquivalenzrelationen

Satz: Sind R und S Aquivalenzrelationen iiber A, so ist auch
RN S eine Aquivalenzrelation iiber A.

Satz: Seien R und S Aquivalenzrelationen iiber A.

R oS ist eine Aquivalenzrelation iber A genau dann, wenn
RoS=SoR.

Satz: Seien R und S Aquivalenzrelationen iiber A bzw. B.
Dann ist auch R ® S ist eine Aquivalenzrelation iiber A x B.



Rechnen mit Aquivalenzrelationen

R Relation iiber A, wobei A # ().

A x A die groBte Aquivalenzrelation, die R umfaBt.

Satz: Die nachfolgend definierte Relation R’ ist eine Aquiva-

lenzrelation.
R'={(x,y)| IneN:3dx,..., Xn € A
x=x1 ANy =x,N(Xi=xi11V xiRx11V xit1Rx;)}
R’ ist die kleinste Aquivalenzrelation, die R umfaBt

(die durch R iiber A induzierte Aquivalenzrelation).



Halbordnungsrelationen

Definition

Eine binare Relation R iiber A heil8t Halbordnungsrelation, falls
R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.
Bezeichnung: x <y

Sei < Halbordnungsrelation iiber A.

/wei Elemente a, b € A heiBBen vergleichbar beziiglich <, falls
a < b oder b < a gilt.



Halbordnungsrelationen

Definition

Eine Halbordnungsrelation < iiber A heiBt Ordnungsrelation,
falls fiir zwei beliebige x,y € A stets x < y oder y < x.



Halbordnungsrelationen

Bezeichnung: x <y o (x <y)A(x#y)

Definition
Sei < eine Halbordnungsrelation iiber A.

b € A heilt unmittelbarer Nachfolger von a € A, falls a < b und
keinen ¢ € A existiert, mit a < ¢ und ¢ < b.

(a unmittelbarer Vorganger von b)



Halbordnungsrelationen

Sei < eine Halbordnungsrelation iiber A.

Sei ) # M C A eine nichtleere Teilmenge von A.

Definition

e Ein Element m € M heiBt maximales Element in M, wenn
fir alle m’ € M, aus m < m’ folgt m = m’.

e Ein Element a € A heil3t obere Schranke von M, wenn
fur alle me M, a > m.

e Eine minimale obere Schranke von M heilt Supremum von M.

e Gilt a € M fiir das Supremum a von M in A, dann
wird a Maximum von M genannt.



Halbordnungsrelationen

Sei < eine Halbordnungsrelation iiber A.

Sei ) # M C A eine nichtleere Teilmenge von A.

Definition

e Ein Element m € M heiBt minimales Element in M, wenn
fir alle m’ € M, aus m’” < m folgt m = m’.

e Ein Element a € A heil3t untere Schranke von M, wenn
fur alle me M, a < m.

e Eine maximale untere Schranke von M heil3t Infimum von M.

e Gilt a € M fir das Infimum a von M in A, dann
wird a Minimum von M genannt.



Halbordnungsrelationen

Definition Sei < eine Halbordnungsrelation iiber A.

K C A heiBit eine Kette in A bzgl. < falls die auf K induzierte
Halbordnung <k eine Ordnung ist.

K heiBt maximale Kette in A, falls es keine umfassende Kette in
A bzgl. < gibt.

Maximalkettenprinzip

(1) In jeder halbgordneter Menge gibt es bzgl. Mengeninklusion
maximale Ketten.

(2) In jeder halbgordneter Menge gibt es zu jeder Kette K eine
K umfassende, bzgl. < maximale Kette.
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Halbordnungsrelationen

Definition Sei < eine Halbordnungsrelation iiber A.

Die Halbordnung is wohlfundiert falls fiir Ketten

X12X22X2> .-°°2Xn>...

endlich sind, d.h. ein m existiert so dass x,,, = x, fur alle kK > m.
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Abbildungen und Funktionen

Definition Sei f C A x B eine Relation zwischen A und B.

(1) F heiBt linksvollstandig, falls es zu jedem a € A
ein b € B gibt, so dass aFb.

(2) F heiBt rechtseindeutig, falls fiir alle Paare
(a, b),(a, b’) € Ax B mit aFb und aFb’ gilt b= b’.
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Abbildungen und Funktionen

Definition Sei f C A x B eine linksvollstandig und rechtsein-
deutige Relation. Dann heiBt das Tripel f = (A, B, F) Abbildung
von A nach B.

F heiBt Graph von f.

A Definitionsbereich von f; B Wertenbereich von f.

Bezeichnung: f : A — B.

e 2 € A: das eindeutig bestimmte Element b € B mit aFb
wird mit f(a) bezeichnet.

e f(a) Bild von a; a Urbild von f(a).

ef:a—ob
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Abbildungen und Funktionen

Definition
Sei f = (A, B, F) eine Abbildung. Seien M C A und N C B.
Bild von M:
FIMYE (beB|Ja:(acA A b=F(a))}
Urbild von N:
L)L {ae Al f(a) € N}

f(A) Wertenbereich von f
F=1(b) = f~1({b})

14



Abbildungen und Funktionen

Satz Seien Ml, M2 C A und Nl, N2 C B.
Fiir jede Abbildung f : A — B gilt:

(1) f(MyUMy) =Ff(My)U f(Ms)
(2) f(MyNMy)=Ff(My)N f(Ms)
(3) F~H(Ny U No) = FH(Ny) U F ()
(4) YNy N No) = FH(Ny) N FH(NG)
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Abbildungen und Funktionen

Definition: Sei f = (A, B, F) eine Abbildung. Sei M C A.

Die Abbildung g = (M, B, FN (M x B)) heiBt die Einschrankung
von f auf M.

Bezeichnung: f,

Definition: Seien f = (A, B, F), g = (B, C, G) Abbildungen.
Die Abbildung (A, C, F o G) heiBt die Komposition von f und g.

Bezeichnung: go f
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Abbildungen und Funktionen

Satz: Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h.
fiir beliebige Abbildungen f = (A, B,F), g = (B, C, G),
h=(C,D,H) gilt:

ho(gof)=(hog)of.

Beweis: Ubung
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Surjektive, injektive, bijektive Abbildungen

Definition: Sei f : A — B eine Abbildung.
(1) f heiBt surjektiv, falls f(A) = B

(2) f heiBt injektiv (oder eineindeutig), falls
fiir alle a,a’ € A gilt: aus f(a) = f(a’) folgt a = &’.

(3) f heiBt bijektiv (oder umkehrbar eindeutig),
falls f surjektiv und injektiv ist.
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Surjektive, injektive, bijektive Abbildungen

Satz: Sei f : A — B eine Abbildung. Die folgenden Aussagen
sind logisch aquivalent:

(1) f ist surjektiv
(2) Fiir alle b € B gilt f~1(b) # 0
(3) Es gibt eine Abbildung g : B — A mit f o g = idg

(4) Fiir alle Mengen C und alle Abbildungen r,s: B — C gilt:

Aus rof =sof folgt r =s.

Bemerkung: Im Beweis der Implikation (2) = (3) wird die Tatsache
benutzt, dass es eine Funktion gibt, die jeder nichtleeren Menge M
ein Element F(M) € M zuordnet.
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Surjektive, injektive, bijektive Abbildungen

Auswahlaxiom (Zermelo)

Zu jeder Menge M von nichtleeren Mengen
gibt es eine Abbildung f von M,
mit f(A) € A fiir jede Menge A € M.
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Surjektive, injektive, bijektive Abbildungen

Satz Sei f : A — B eine Abbildung. Die folgenden Aussagen
sind logisch aquivalent:

(1) f ist injektiv
(2) Fiir alle b € B gilt |f~1(b)| =1
(3) Es gibt eine Abbildung g: B — A mit gof = idja

(4) Fiir alle Mengen D und alle Abbildungen r,s : D — A gilt:
Aus f or = f os folgt r = s.
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Surjektive, injektive, bijektive Abbildungen

Satz Sei f : A — B eine Abbildung. Die folgenden Aussagen
sind logisch aquivalent:

(1) f ist bijektiv
(2) Fiir alle b € B gilt |f~1(b)] =1

(3) Es gibt genau eine Abbildung g : B — A
mit gof =idayund f o g = idg

Die stets existierende Abbildung g : B — A mit go f = ida und
f o g = idg heiBt die zu f inverse Abbildung (oder Umkehrabbildung).

Bezeichnung: !
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Surjektive, injektive, bijektive Abbildungen

Satz:
(1) Die Komposition von injektiven Abbildungen ist injektiv
(2) Die Komposition von surjektiven Abbildungen ist surjektiv

(3) Die Komposition von bijektiven Abbildungen ist bijektiv

Beweis: Ubung
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