Mengen und Mengenoperationen

Mengen

- Definition, Beispiele

- Endliche u. Unendliche Mengen, Kardinalitat.

- Darstellung mittels definierenden Eigenschaften
- Gleichheit von Mengen

- Komplement von M in U

- Teilmenge und Obermenge

- Potenzmenge und Mengenfamilien

- Mengenoperationen
(Vereinigung, Durchschnitt, Differenz, Produkt)



Produkt von Mengen

M1><---><Mk:{(m1 ..... mk)]mleMl/\---/\mkEMk}

Notation:

Gilt M{ =M, = ... = M, = M, dann schreibt man anstelle von
My x --- x M, kurz M*.

Bemerkung: M =0 M! =M



Weitere Rechenregeln fiir Mengenoperationen

Kommutativitat

Assoziativitat

Distributivitat

ANB
AUB

AN(Bn CC)
AU (BUC)

AN(BuUC(C)
AU (BN C)

Ax (BUC(C)
Ax (BN C)

(Ax B)N(C x D)

BNA
BUA

(ANB)N C
(AUB)UC

(ANB)U(ANC)
(AUB)N (AU C)

(Ax B)U(Ax C)
(Ax B)N (A x C)

(AN C) x (BN D)



Weitere Rechenregeln fiir Mengenoperationen

l[dempotenz ANA = A
AUA = A
Doppelnegation A = A
deMorgans Regeln ANB = AUB
AUB = ANB
Absorption ANn(AuB) = A
ANC = A fallsACC(C
AU(ANB) = A

AUC = (C, fallsACC



Relationen

Seien M und N zwei beliebige Mengen.

Eine binare Relation R zwischen M und N ist eine Teilmenge
der Produktmenge M x N.

Bezeichnung: (x,y) e R  R(x,y) xRy

Seien Mq, ..., M, n beliebige Mengen, wobei n > 0.

Eine n-stellige Relation R zwischen My, ..., M, ist eine
Teilmenge der Produktmenge My x --- x M,.

Bezeichnung: (xi,...,x,) € R R(x1,...,Xn)



Relationen

Ist R eine Relation zwischen den Mengen My, ..., M,
und gilt My =--- =M, =M,
dann heiBt R eine (n-stellige) Relation liber M.

e Die Nullrelation tber M: R=0C M x M

e Die Gleichheitsrelation liber M:
Ay ={(x,x) | xe M} CMx M  Diagonale von M x M.
idy (Identitatsrelation iiber M)



Operationen auf Relationen

Mengenoperationen

R=S gdw. V(x,y): (xRy & xSy)
RCS gdw. V(x,y): (xRy = xSy)

R ={(x,y) | ~(xRy)}
RUS ={(x,y) | (xRy) V (xSy)}
RNS={(x,y) | (xRy) N (xSy)}



Operationen auf Relationen

Seien RCAXxB,SCBxC

Inverse Relation

R~ ={(y,x) € Bx A| xRy}

Komposition von R und S

RoS={(x,z) e Ax C |3y : ((xRy) A (y52)}

Seien RCAXxB,SC(CxD

Inneres Produkt von R und S

R® S5 =1((x,2),(y,u)) [ (xRy) A (25u)}



Operationen auf Relationen: Eigenschaften

Satz: Seien My, M, beliebige Mengen und seien R und S
Relationen zwischen M; x M5. Dann gilt:

(1) (RUS) =R lust
2) (RNS)'=R1ns1

Satz: Seien My, My, M3 beliebige Mengen und seien R C
M; x My und S C M, x M3. Dann gilt:

(3) (RoS)!'=S1oR™!



Operationen auf Relationen: Eigenschaften

Satz: Sei M eine beliebige Menge und seien R, S, T Relationen
liber M. Dann gilt:

(1) (RNS)oTC(RoT)N(SoT)
(2) To(RNS)C(ToR)N(To)
(3) (RUS)oT =(RoT)U(SoT)
(4) To(RUS)=(ToR)U(ToS)



Relationen

R ={ (Ana, Englisch), (Ana, Deutsch),
(Uwe, Deutsch), (Uwe, Italienisch),
(Luis, Spanisch) }
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Relationen

-1
R = { (Englisch, Ana), (Deutsch, Ana),
(Deutsch, Uwe), (ltalienisch, Uwe),
(Spanisch, Luis) }
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Relationen

—1
RoR = {(Ana, Ana), (Ana, Uwe),

(Uwe, Uwe), (Uwe, Ana),
(Luis, Luis) }
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Wichtige Eigenschaften von Relationen

Sei R eine Relation liber A.

(1) R heiBt reflexiv falls
fir jedes x € A gilt xRx.

(2) R heiBt symmetrisch falls
fir alle x, y € A aus xRy stets folgt yRXx.

(3) R heiBt antisymmetrisch falls
fir alle x, y € A aus xRy und yRx stets folgt x = y.

(4) R heiBt transitiv falls
fir alle x, y,z € A aus xRy und yRz stets folgt xRz.

(5) R heiBt nacheindeutig falls
fiur alle x, y, z € A aus xRy und xRz stets folgt y = z.
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Wichtige Eigenschaften von Relationen

Bemerkung:

“antisymmetrisch” nicht gleichbedeutend mit “nicht symmetrisch”!

R antisymmetrisch: Vx,y . (xRy N yRx) = x = y.

R symmetrisch: Vx,y : (xRy = yRXx)
R nicht symmetrisch:  3x,y : (xRy A =(yRx))
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Wichtige Eigenschaften von Relationen

Satz: Sei R eine Relation uiber M.

(1) R reflexiv genau dann, wenn Ay C R.
(2) R symmetrisch genau dann, wenn R 1 CR
genau dann, wenn R ! =R

(3) R transitiv genau dann, wenn RoRCR

(4) R antisymmetrisch  genau dann, wenn RN R~ =Apy
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Wichtige Eigenschaften von Relationen

Sei R eine Relation iiber M, und sei P eine Eigenschaft.

Die Relation R* heiBlt Abschluss von R beziiglich P wenn:

(1) R* besitzt die Eigenschaft P
(2) RC R*
(3) R* ist die kleinste Menge die (1) und (2) erfiillt:

fur alle Relationen S, so dass
S besitzt die Eigenschaft P, und
RCS

gilt R* C S.
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