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Aufgabe 1 (15 Punkte) Editierdistanz: Wie schwer ist es ein Wort in ein anderes zu tiberfithren. Wir diirfen
dabei Buchstaben streichen, Buchstaben einfiigen und einen Buchstaben durch einen anderen Buchstaben
ersetzen. Jede Operation hat dabei kosten 1.

Man kann etwa MOTTE in LOTTE {iberfiithren, in dem man das M durch ein L ersetzt. Die Kosten sind 1.
Man kann OTTO in TOTO mit Kosten zwei iiberfithren: durch Ersetzen der ersten beiden Buchstaben oder
durch Einfligen eines Ts am Anfang und durch Streichen eines der beiden Ts.
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a) Sie haben sicher schon gelesen, dass die Genome von Menschen und Menschenaffen zu 99,4% tiberein-
stimmen. Was konnte der Zusammenhang zwischen dieser Aussage und dieser Ubung sein?

Seien unsere beiden Worte nun ¢ = z122...2, und y = y1y2 ... ym. Dabei steht jedes x; und y; fiir einen
Buchstaben. Fiir das Wort MOTTE istn = 5und z1 = M, 29 = O, 23 =T, 24 =T und z5 = E. Mitz ... x2;
bezeichnen wir den Prifix (das Anfangswort) von « der Lange . In unserem Beispiel ist zyzo2x3 = MOT.
Etwas ungewohnt sprechen wir auch vom leeren Prafix. Das ist der Préfix aus null Buchstaben.

Wir fiillen nun eine rechteckige Tabelle T'mit n+ 1 Zeilen und m + 1 Spalten aus. An der Stelle T'[¢, j] (Eintrag
in der i-ten Zeile und j-ten Spalte) wollen wir niedrigsten Kosten fiir die Uberfithrung von z; ... z;iny; . .. y;
eintragen. Dabei lduft i von 0 bis n und j von 0 bis m. In T'[n, m] stehen dann die Kosten fiir die Uberfithrung
von x in y.

Ich erklére jetzt, wie wir die nullte Zeile und Spalte einfiillen. Wir initialisieren 7'[0,0] = 0, T'[0, j] = j fur
1<j<mundT[i0] =ifirl <i<n.InTI0,0] steht eine Null, da das gerade die Kosten der Uberfﬁhrung
des leeren Prifixes von x (bestehend aus null Buchstaben) in den leeren Prifix von y sind. In T'[0, j] steht j
weil das die Kosten der Uberﬁihrung von y; . ..y; in den leeren Préfix von z (der Prafix aus null Buchstaben)
sind. Man muss alle j Buchstaben streichen um das leere Worte zu bekommen.

Fir i > 1und j > 1 berechnen wir

Tli, j] = min(l-i—T[i—l,j],l—i-T[i,j—lLT[i—l,j—l]) if:l:i:yj
T \min(L 4 Tl = 11 1+ Tl j — UL+ Tli— 1, — 1)) ifas # g,

Fiir OTTO und TOTO erhalten wir folgende Tabelle mit 5 Spalten und Zeilen.

O T T O

0 1 2 3 4

T 1. 1 1 2 3
o 2 1 2 2 2
T 3 2 2 2 3
O 4 3 3 3 2

a) Verifizieren und gegebenfalls korrigieren sie die obige Tabelle und geben sie fiir jedes Kéastchen T'[i, j]
mité > 1 und j > 1 durch einen Pfeil an, durch welches andere Késtchen sein Wert bestimmt wurde.
Wenn es mehrere Moglichkeiten gibt, zeichnen sie alle Moglichkeiten ein.

b) Stellen sie die Tabelle fiir LOTTA und MOTTE auf.
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¢) Wir kann man aus den Tabellen ablesen, wie man das eine Wort moglichst giinstig in das andere Wort
tiberfiithren kann.

d) Geben sie eine Begriindung fiir die Definition von T'[i, j] an. Etwa so. Ich kann z;...2; in y1...y;
tiberfiithren, indem ich z; ... z;_1 in y; ... y; Uberfithre und x; streiche oder UND NUN FAHREN SIE
FORT.

Losung;:

a) Das menschliche Genom ist ein Wort iiber den 4 Buchstaben des genetischen Codes. 99,4% Uberein-
stimmung bedeutet, dass sie nur den Bruchteil 6/1000 der Buchstaben dndern miissen, um aus der
menschlichen DNA eine Menschenaffen DNA zu machen. Die Editierdistanz ist also nur 6/1000 der
Lénge des Genoms.

b) Hier ist die Tabelle mit den Pfeilen.
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O 2 2 1 2 3 4
T 3 3 2 1 2 3
T 4 4 3 2 1 2
E 5 5 4 3 2 2

d) Wir beginnen im Késtchen T'[n, m] und verfolgen die Pfeile zuriick bis wir in [0,0] ankommen. Im
Beispiel gibt es mehrere Wege zurtick.

e) Ich kann z; ... ; in y; ...y; tUberfithren, indem ich x;...2;_; in y; ...y; tUberfithre und z; streiche
oder indem ich «; ...x; in y; ...y;_; Uberfiihre und y; streiche oder indemich z;...2;—1iny; ... y;—1
tiberfiithre und z; in y; tiberfiihre. Falls z; = y; entstehen dafiir keine Kosten.

Aufgabe 2 (15 Punkte)




100 Autos wollen von Start nach Ziel fahren. Die Fahrzeiten sind wie angegeben. Auf der Strafle von Start
nach B und von A nach Ziel ist die Fahrzeit x Minuten, wenn sie von = Autos befahren wird. Nehmen Sie
zuéachst an, dass die Strafle zwischen A und B NICHT existiert.

a) Was ist das globale Optimum (Globales Optimum = minimale Gesamtfahrzeit)? Wie viele Autos fahren
oben rum und wieviele Fahren unten rum? Was sind die Fahrzeiten fiir die einzelnen Fahrer. Stellt sich
dieses Optimum auch ein, wenn jeder einzelne Fahrer seine Fahrzeit optimiert?

b) Wir nehmen nun die Straffe zwischen A und B hinzu. Was ist nun das globale Optimum? Welches
Gleichgewicht stellt sich ein, wenn jeder Fahrer seine Fahrzeit optimiert? Wie sind die Fahrzeiten fiir
die einzelnen Fahrer im sozialen Optimum.

Losung:
a) Wir nehmen zunéchst an, dass es keine Strafle zwischen A und B gibt.
Wenn x Fahrer oben rum fahren und 100— unten rum, dann ist die Gesamtfahrzeit
z - (60 + ) + (100 — x) - (80 + (100 — z)) = 60x + 2% + 18000 — 80z + x* = 18000 — 220z + 22°.
Ableiten zeigt, dass das Minimum fiir n = 55 angenommen wird. Die oben-Fahrer brauchen 115 Minu-
ten und die unten-Fahrer brauchen 125 Minuten. Die Gesamtfahrzeit ist 11950 Minuten.
Wenn jeder Fahrer selbst entscheidet, stellt sich ein Gleichgewicht stellt ein, in dem die unten-Fahrer
genauso lang brauchen wie die oben-Fahrer.

Wenn z Personen oben fahren, ist ihre Fahrzeit 60 + . Die Fahrzeit der unten-Fahrer ist 180 — z. Gleich-
lange Fahrzeit haben wir fiir 60+« = 180—x, also + = 60. Dann ist die Gesamtfahrzeit 100-120 = 12000.

b) Jetzt kommt die kostenlose Verbindung zwischen A und B dazu. Das entspricht einem Verschmelzen
der Knoten A und B wie in der Abbildung gezeigt. Wir haben damit zwei StrafSen von Start zu dem
Knoten AB und zwei Strafien von AB nach Ziel.
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Nash-Gleichgewicht: In der linken Halfte fahren 60 unten und 40 oben. Dann ist die Fahrzeit fiir jeden
60 Minuten. In der rechten Hailfte fahren 80 oben und 20 unten. Dann ist die Fahrzeit fiir jeden 140

Minuten. Die Gesamtfahrzeit ist 14000 Minuten. Das ist schlechter als vor dem Bau der Strafle. 40 Autos
wechseln von B nach A.

Soziales Optimum: Wenn x Autos unten herum von Start nach AB fahren dann ist die Gesamtfahrzeit
z -z + 60(100 — z) = 6000 — 60z + z*. Die Ableitung ist Null fiir z = 30. Also fahren 30 Autos iiber
die Strafde Start — B und 70 iiber die Strafie Start — A. Die Gesamtfahrzeit fiir das linke Teilnetzwerk ist
30-30+ 6070 = 5100.

Nun zum rechten Teilnetzwerk. Wenn x Autos die Strafse A — Ziel benutzen, dann ist die Gesamtfahrzeit
2?2 4 80(100 — z) = 8000 — 80x + x2. Die Ableitung ist Null fiir z = 40. Also fahren 40 Autos auf der
Strafde A — Ziel und 60 Autos auf der Strafie B — Ziel. Die Gesamtfahrzeit fiir das rechte Teilnetzwerk ist
40 - 40 + 60 - 80 = 6400.

Die Gesamtfahrzeit ist 5100 + 6400 = 11500. Das ist besser als vor dem Bau der Strafie. 30 Autos wech-
seln von A nach B.

Die Fahrzeiten sind stark unterschiedlich: 30 fahren Start — B — Ziel mit einer Gesamtfahrzeit von 110
Minuten, 30 fahren Start — A — B — Ziel mit einer Fahrzeit von 140 Minuten, und 40 fahren Start — A —
Ziel mit einer Fahrzeit von 100 Minuten.

Auktionen, Gleichgewichte, Nutzenmaximierende Agenten war  spannend [ |okay [ |langweilig| |
schwierig| |okay| |einfach| |



